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Introduction Le calcul des séquents
la coupure
les régles de réécriture

Déduction et Calcul

Le calcul est la base des mathématiques.
Il a été oublié par la formalisation.

retrouvé par les regles de réécriture.

vV v v Yy

besoin d'un équilibre : la Déduction Modulo.
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Systemes de déduction : la logique

> le langage est celui de la logique du premier ordre.
» unséquent: [ - P

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Systeme de Déduction :

Introduction

Le calcul des séquents
la coupure
les régles de réécriture

le calcul des séquents
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LPEQTHP
reQ

coupure

» on prouve [ - P
» on prouve I, P+ @
» onaprouvé Q@
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» on prouve [ - P
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» correspond a |'application d'un lemme.
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PFQ T rHP
r-Q

» onprouve [FPetl,PHQ

onaprouvé I+ Q.

» correspond a |'application d'un lemme : est adaptée pour un
étre humain.

» n'est pas adaptée aux systemes de démonstration
automatiques.

coupure

v
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PFQ T rHP
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onprouve [ Petl,PFQ
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correspond a |'application d'un lemme : est adaptée pour un
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n'est pas adaptée aux systemes de démonstration
automatiques.

elle est redondante !

deux méthodes principales de démonstration :
» par la normalisation.

coupure
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onprouve [ Petl,PFQ
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correspond a |'application d'un lemme : est adaptée pour un
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Introduction Le calcul des séquents
la coupure
les régles de réécriture

La regle de coupure : le détour

v

PFQ T rHP
r-Q

onprouve [ Petl,PFQ
onaprouvé I+ Q.
correspond a |'application d'un lemme : est adaptée pour un
étre humain.
n'est pas adaptée aux systemes de démonstration
automatiques.
elle est redondante !
deux méthodes principales de démonstration :
» par la normalisation.
> par des méthodes sémantiques.

coupure

son élimination implique de nombreuses propriétés
fondamentales.
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Introduction

Axiomes vs. réécriture

Le calcul des séquents
la coupure
les régles de réécriture

Axiomes Réécriture
x+5(y)=5(x+y) x+5(y) = S(x+y)
x+0=x x+0—x
xx0=0 xx0—0

xxS(y)=x+xxy
(xxy=0)<(x=0vVy=0)

xxS(y) > x+xxy
(xxy=0)—(x=0vy=0)

TH2x2=4
TFEIx(2xx=4)

Frd—4
Fr Ix(2xx=4)
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» Forme générale :
I —r
» utilisation : Si t = I, alors on le remplace par r,
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Déduction modulo : les regles de réécriture

» Forme générale :
I —r
» utilisation : Si t = I, alors on le remplace par r,

» regles de réécriture sur des termes :
x+5(y) = S(x+y)
» et sur des propositions :
xxy=0—-x=0Vy=0

» avantage : beaucoup de puissance.
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Introduction

Le calcul des séquents
la coupure
les régles de réécriture

Déduction modulo : le calcul des séquents modulo

maxlome P =R Q
NnP,QFR

W contr-g P = Q

M-P QR
rSER

M{c/x}PFQ
NRFQ

=gP=Q=xS

Jg* IxP = R

LPER THQ

N-~R

PEQ

MnPFQ
r=Ss

e {t/x}P

r'-R

=

coupure P = Q

J_-g P =R 1

—dP:>QER5

3-d I3xP = R

Olivier HERMANT

Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo




Introduction Le calcul des séquents
la coupure
les régles de réécriture

Déduction modulo : les regles de réécriture

» Forme générale

[ —r
» utilisation : Si t =/, alors on le remplace par r,
» regles de réécriture sur des termes :

x+S(y) — S(x+y)
» et sur des propositions :
xxy=0—-x=0Vy=0

» avantage : beaucoup de puissance.
» probléme : la régle de coupure n’est pas forcément éliminable.

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Introduction Le calcul des séquents
la coupure
les régles de réécriture

Déduction modulo : les regles de réécriture

>

Forme générale

[ —r
» utilisation : Si t =/, alors on le remplace par r,
» regles de réécriture sur des termes :

x+S(y) — S(x+y)
» et sur des propositions :
xxy=0—-x=0Vy=0

» avantage : beaucoup de puissance.

» probléme : la régle de coupure n’est pas forcément éliminable.

» trouver des conditions pouvant assurer |'élimination des
coupures.
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Les modeles

» en logique classique.
» extension des tables de vérité aux cas des quantificateurs.

» |3x P| =1 si et seulement si il existe d € D tel que
(d/x)P| = 1.
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Les modeles

» en logique classique.

» extension des tables de vérité aux cas des quantificateurs.

» |3x P| =1 si et seulement si il existe d € D tel que
[(d/x)P| =1.

» en Déduction Modulo, une condition supplémentaire

si P=r Q alors |P| = |Q)|
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Correction, Complétude

» Relier les deux approches : preuve et modele.

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Modéles, Correction, Complétude
L’approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Correction, Complétude

» Relier les deux approches : preuve et modele.
» Correction :silFAalors [ E A.
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Correction, Complétude

» Relier les deux approches : preuve et modele.
» Correction :silFAalors [ E A.
» Complétude : si E A alors T F A.

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Modéles, Correction, Complétude
L’approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Correction, Complétude

>
>
>
>

Relier les deux approches : preuve et modele.
Correction :silFAalors [ E A.
Complétude : si ' = A alors T F A.

autre formulation : si [ ¥ alors [ posseéde au moins un modeéle.
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Preuve de Henkin

» soit une théorie 7 telle que T ¥<f (cohérente).
» on veut définir le modele : 7 F A ssi |A| = 1.

» il nous manque des informations.

Parex:si7 =PV Q.
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Preuve de Henkin

» soit une théorie 7 telle que T ¥<f (cohérente).
» on veut définir le modele : 7 F A ssi |A| = 1.

» il nous manque des informations.
Parex:si7 =PV Q.

» on doit la compléter en I.
" doit étre cohérente, et

» doit admettre des témoins existentiels.
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Preuve de Henkin

» soit une théorie 7 telle que T ¥<f (cohérente).
» on veut définir le modele : 7 F A ssi |A| = 1.

v

il nous manque des informations.
Parex:si7 =PV Q.

on doit la compléter en T
" doit étre cohérente, et

doit admettre des témoins existentiels.
définition du modele : '+ A ssi |[A| = 1.

vV V. v Y
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Correction, Complétude

» Correction :silFr Aalors I Fr A.
» Complétude : siT Ex A alors I F A.
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Complétude forte

» Correction :silFr AalorsT Er A.
» Complétude forte : si T Fgr A alors T FS A
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Complétude forte

» Correction :silFr AalorsT Er A.
» Complétude forte : si I Fg A alors T FS A
» corollaire : si [ Fr A alors [ f—g{ A
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Complétude forte

» Correction :silFr AalorsT Er A.
» Complétude forte : si I Fg A alors T FS A
» corollaire : si [ Fr A alors [ f—g{ A

» formulation équivalente : si F%% alors [ a au moins un
modele.
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Nouvelles définitions

» théorie complete : T Aou I+ —A.
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Nouvelles définitions

» théorie complete : T Aou I+ —A.

» théorie compléte sans coupure : T, AJ%% implique A €.
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Nouvelles définitions

» théorie complete : T Aou I+ —A.
» théorie compléte sans coupure : T, AJ%% implique A €.
» on peut trés bien avoir : [, A I—%, r l—% A et [ cohérente!

LARS THEA
e

coupure
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Nouvelles définitions

» théorie complete : T Aou I+ —A.
» théorie compléte sans coupure : T, AJ%% implique A €.
» on peut trés bien avoir : [, A I—%, r l—% A et [ cohérente!

LARS THEA
e

coupure

> Les définitions deviennent donc
» Cohérence : TS L
» Complétude (saturation) : I,P < ou P €T.
» témoins de Henkin : I, 3xP < implique {t/x}P € I pour un
certain t.
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Complétion de Henkin sans coupure

Soit une théorie cohérente g, on la sature :

» Soit C un ensemble de constantes fraiches (par rapport a 'g)

' C T et I est cohérent, complete, et admet des témoins de
Henkin.
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Complétion de Henkin sans coupure

Soit une théorie cohérente g, on la sature :
» Soit C un ensemble de constantes fraiches (par rapport a 'g)

» on énumere les propositions du langage enrichi :

Po, ..., Py, ...

g C T et I est cohérent, complete, et admet des témoins de
Henkin.
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Complétion de Henkin sans coupure

Soit une théorie cohérente g, on la sature :
» Soit C un ensemble de constantes fraiches (par rapport a 'g)

» on énumere les propositions du langage enrichi :

Po, ..., Py, ...

» sil,, P, Jz‘% alors M1 =T, U{P,}

» de plus si P, est quantifiée existentiellement (P = 3xQ), soit
¢ € C fraiche. On pose 11 =T, U{P,, {c/x}Q}

» Sinon, I, =T,

g C T et I est cohérent, complete, et admet des témoins de
Henkin.
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Complétion de Henkin sans coupure

Soit une théorie cohérente g, on la sature :
» Soit C un ensemble de constantes fraiches (par rapport a 'g)

» on énumere les propositions du langage enrichi :

Po, ..., Py, ...

» sil,, P, Jz‘% alors M1 =T, U{P,}

» de plus si P, est quantifiée existentiellement (P = 3xQ), soit
¢ € C fraiche. On pose 11 =T, U{P,, {c/x}Q}

» Sinon, I, =T,

» Onpose =TI,

g C T et I est cohérent, complete, et admet des témoins de
Henkin.
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Définition du modele : Modulo le 3eme type

Pour les atomes normaux :
LAKS = |A =1
rFfA = |A =0
» Que fait on des propositions du troiseme type?

» sans réécriture : si [, AR et [ " A, on fixe |A| comme on
veut.

» En Déduction Modulo, on a I'obligation d'avoir :

P = Q implique |P| = |Q)|
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Définition du modele : Modulo le 3eme type

Pour les atomes normaux :

LAKS = A =1
refA = |A =0

v

Que fait on des propositions du troiseme type?
» sans réécriture : si [, AR et [ " A, on fixe |A| comme on
veut.

» En Déduction Modulo, on a I'obligation d'avoir :

P = Q implique |P| = |Q)|

v

Pas un degré de liberté, une contrainte supplémentaire.
C'est ici qu'interviennent les conditions sur les regles de
réécriture.

v

v

Jusque 13, on a un traitement uniforme.
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Condition d’ordre

Condition On suppose qu'il existe un ordre bien fondé > tel que :
> |l posséde la propriété de la sous-formule. Si P est une
sous-formule de @, alors @ = P. Ex:

P A (3xQ(x)) = IxQ(x) > Q(0)
» R satisfait cet ordre : si A — B alors A >~ B.
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Modéles, Corre: , Complétude
L'approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Condition d’ordre

Condition On suppose qu'il existe un ordre bien fondé > tel que :
> |l posséde la propriété de la sous-formule. Si P est une
sous-formule de Q, alors @ = P. Ex :

P A (3xQ(x)) = IxQ(x) > Q(0)
» R satisfait cet ordre : si A — B alors A > B.
» interprétation des atomes normaux :
LAKSE = |A =1
sinon |A| =0
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Condition d’ordre

Condition On suppose qu'il existe un ordre bien fondé > tel que :
> |l posséde la propriété de la sous-formule. Si P est une
sous-formule de Q, alors @ = P. Ex :

P A (3xQ(x)) = IxQ(x) > Q(0)

» R satisfait cet ordre : si A— B alors A > B.
» interprétation des atomes normaux :

LAKE = |Al =1

sinon |A| =0
» interprétation des formules : construction d'un arbre.
PAQ IxR(x) A
PR PEEER A\

/:a Q R(:to) T R(:t,,) A:l
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Condition de positivité

Condition On suppose que les régles propositionnelles sont positives.
si A— P € R alors les propositions atomiques de P occurent
a des positions positives. Ex :

A(0) — VxA(x)
A(l) — BAA0)

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Modeles, Correction, Complétude
L’approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Condition de positivité

Condition On suppose que les régles propositionnelles sont positives.
si A— P € R alors les propositions atomiques de P occurent
a des positions positives. Ex :

A(0) — VxA(x)
A(l) — BAA0)

» Pour chaque atome A (y compris non normal) :

sil AESE alors A =1

sinon |A] :=0
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Condition de positivité

Condition On suppose que les régles propositionnelles sont positives.
si A— P € R alors les propositions atomiques de P occurent
a des positions positives. Ex :

A(0) — VxA(x)
A(l) — BAA0)

» Pour chaque atome A (y compris non normal) :

sil AESE alors A =1

sinon |A] :=0

» point difficile : prouver que c'est un modele des regles de
réécriture.
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Deux conditions ensemble

Condition On peut emboiter les deux conditions précédentes.

R=R.|JR:

a condition que les regles de réécriture de R soient normales
pour R .

Construction du modéle :
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Modeles, Correction, Complétude
L’approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Deux conditions ensemble

Condition On peut emboiter les deux conditions précédentes.

R=R.|JR:
a condition que les regles de réécriture de R soient normales
pour R .

Construction du modéle :

1. on interpréete tous les atomes R -normaux.
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Modeles, Correction, Complétude
L’approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Deux conditions ensemble

Condition On peut emboiter les deux conditions précédentes.

R=R.|JR:

a condition que les regles de réécriture de R soient normales
pour R .
Construction du modeéle :
1. on interpréete tous les atomes R -normaux.

2. on définit I'interprétation par induction sur >.
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Modeles, Correction, Complétude
L’approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Deux conditions ensemble

Condition On peut emboiter les deux conditions précédentes.

R=R.|JR:

a condition que les regles de réécriture de R soient normales
pour R .
Construction du modeéle :
1. on interpréete tous les atomes R -normaux.
2. on définit I'interprétation par induction sur >.

3. on prouve que c'est aussi un modele de R .
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Modéles, Correction, Complétude
L'approche sémantique Complétude forte, Elimination des coupures
Trois conditions

Quatriéme condition

HOL
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

» la regle de Dowek et Werner :

ReR—-Vy(y~R=-y€R)

» est incohérente :

FRrRER ReRFgR
Fr
> ne possede pas la propriété de normalisation : le procédé de
réduction boucle.

coupure
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

» la regle de Dowek et Werner :

ReR—-Vy(y~R=-y€R)

» est incohérente :

FRRER ReRbp
Fr
> ne possede pas la propriété de normalisation : le procédé de
réduction boucle.
» premiére modification : remplacer =P par P = C.

coupure

FR RER,C ReRFgrC
Fr C

coupure
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

» raffinons encore un peu : C remplacé par AV —A.
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

» raffinons encore un peu : C remplacé par AV —A.

» on a toujours :

FR RERAV-A RcRFrAV-A
R AV —A

coupure
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

» raffinons encore un peu : C remplacé par AV —A.

» on a toujours :

FR RERAV-A RcRFrAV-A
R AV —A

coupure

> mais on a aussi :

———— axiome

AEZ A
FE A A
FE AV -A

—-droit
V-droit

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

» raffinons encore un peu : C remplacé par AV —A.

» on a toujours :

FR RERAV-A RcRFrAV-A
R AV —A

coupure

> mais on a aussi :

———— axiome

AEZ A
FE A A
FE AV -A

—-droit
V-droit

> est-ce généralisable ?
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

Laregle: ReER—=Vy(y~R=(y € R=(AV-A)))

> est une tautologie (classique).
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

Laregle: ReER—=Vy(y~R=(y € R=(AV-A)))
> est une tautologie (classique).

» Tout modele booléen est modele de R. Elimination des
coupures.

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

La normalisation : contre-exemple

Laregle: ReER—=Vy(y~R=(y € R=(AV-A)))
> est une tautologie (classique).
» Tout modele booléen est modele de R. Elimination des
coupures.

» Pas de normalisation. Le processus de réduction boucle
toujours : C ~ AV —A.
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et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

Sémantiques intuitionnistes

» Algebres de Heyting.
» Structures de Kripke.

Olivier HERMANT Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
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Sémantiques intuitionnistes

» Algebres de Heyting.
» Structures de Kripke.

B Y
\a/’

» alFA= BssiV3>a, 8IFAimplique 81+ B.
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

Elimination des coupures intuitionniste

» Extension directe des preuves classiques.
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

Elimination des coupures intuitionniste

» Extension directe des preuves classiques.

» A condition de raffiner les définitions :
» A-cohérence : T K< A
» A-complétude :T", P ¥<L A implique P €T
» A-témoins de Henkin.
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

Elimination des coupures intuitionniste

» Extension directe des preuves classiques.

» A condition de raffiner les définitions :

» A-cohérence : T K< A
» A-complétude :T", P ¥<L A implique P €T
» A-témoins de Henkin.

» K = {I|l", A-compleétes, -cohérentes, -Henkin}
» PcTl implique 'l P
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Nor tion et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

Contenu calculatoire

» Ne peut pas étre la normalisation.
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

Contenu calculatoire

» Ne peut pas étre la normalisation.
» la contraposée de la complétude : un contre-modeéle.
» Impossibilité de le construire : une preuve de I' I—% A
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste
Sujets avancés Contenu calculatoire

Contenu calculatoire

Ne peut pas étre la normalisation.
la contraposée de la complétude : un contre-modeéle.
Impossibilité de le construire : une preuve de I' I—% A

vV v v .Yy

Construction d'un tableau.
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Normalisation et Redondance
Saut intuitionniste

Sujets avancés Contenu calculatoire

Merci

Méthodes Sémantiques en Déduction Modulo



	Introduction
	Le calcul des séquents
	la coupure
	les règles de réécriture

	L'approche sémantique
	Modèles, Correction, Complétude
	Complétude forte, Élimination des coupures
	Trois conditions

	Sujets avancés
	Normalisation et Redondance
	Saut intuitionniste
	Contenu calculatoire


