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Sommario

L’eliminazione del taglio nel calcolo dei sequents € una proprieta molto
importante, per poter implementare un algoritmo efficacie di ricerca di di-
mostrazione nella logica del primo ordine. E anche importante per provare
la coerenza dello stesso calcolo dei sequents.

E stato introdotto da Gilles Dowek, Thérese Hardin, Claude Kirchner e
Benjamin Werner un nuovo tipo di regole di deduzione, chiamate deduzione
modulare, che permette di comprimere fortemente la dimensione delle di-
mostrazione, provando sempre i stessi teoremi ma trascurando le tappe
calcolatorie delle dimostrazione. La deduzione modulare permette anche
di esprimere logiche piu potente di quella del primo ordine.

Pero nel caso generale perdiamo la proprieta di potere eliminare la regola
di taglio in ogni dimostrazione. Ci sono stati diversi risultati provandolo
per certe tipi di sistemi di riscrittura.

E anche stato introdotto da Dowek, Hardin e Kirchner [1] una esten-
sione della resoluzione delle forme clausale, chiamata ENAR. Stuber [2] ha
provato che per certi sistemi di regole di riscrittura, se un sequent aveva una
dimostrazione in deduzione modulare, allora la sua forma clausale aveva
una rifutazione in ENAR.

In questa tesina proviamo che tutti i sequents la cui forma clausale possiede
una refutazione in ENAR possedono una dimostrazione senza taglio in de-
duzione modulare. Per questo, introduciamo un nuovo sistema di inferenze,
il sistema R’, le quale dimostrazione si traducono subito in deduzione mod-
ulare. Proviamo anche proprieta di cui non avevamo bisogno quando ci
autorizzavamo di usare la regola di taglio.

Possiamo quindi, concatenendo il risultato di questa tesina e il risultato di
Stuber, accedere a un nuovo modo di eliminare i tagli in deduzione modu-
lare, per numerosi sistemi di riscrittura.



Chapter 1

Introduction

1.1 La déduction modulo

1.1.1 Le calcul des séquents

Le calcul des séquents est une méthode de démonstration de propositions a
partir d’axiomes. C’est une méthode équivalente & la déduction naturelle,
et donc équivalente au calcul des propositions de Hilbert [3].

Un séquent s’écrit de la maniere suivante :
'kEA

ou I', A sont des ensembles de propositions. On dit I' “these” A. Les propo-
sitions I' sont appelées les axiomes, et les propositions de A les théorémes.
Une dérivation d’un séquent se fait avec des regles d’inférence.

Une regle d’inférence se représente de la manieére suivante :

Ar, o A
B

on appellera A1, ..., A, les prémisses et B la conclusion, A1, ..., A,, B étant
des séquents. L’ensemble des regles d’inférence du calcul des séquents est
donné par la figure 1.1.

On dira qu’une variable est fraiche dans un séquent I' - A si elle
n’apparait ni dans I', ni dans A. On notera {t/x}P la substitution de ¢
a x, ou les variables liées de P sont éventuellement renommées pour éviter
la capture de variables, et {x +— ¢} P le remplacement syntaxique de x par
t.

La regle de coupure

Remarquons que la regle cut (ou regle de coupure) est la seule regle faisant
intervenir une proposition P que nous ne retrouvons plus dans la conclusion.
Cela veut dire que dans une démonstration, on peut étre obligé d’introduire
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weak-1

weak-r

A-l

A

V-1

= -1

1
-T

RLFALl
L {t/z}P+F A
T,VzP - A
I'+{c/z}P,A
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Figure 1.1: regles d’inférence du calcul des séquents




une proposition compléetement étrangere au séquent a démontrer. La tache
d’un programme de démonstration automatique est donc beaucoup plus
compliquée, car nous devrons énumérer toutes les propositions possibles,
a chaque fois que nous essayons d’appliquer la regle cut.

En calcul des séquents, cette regle est redondante et elle peut étre éliminée
de toutes les dérivations, grace au théoreme d’élimination des coupures suiv-
ant :

Théoreme 1.1 Si le séquent :
'FA

a une preuve en calcul des séquents, alors il a aussi une preuve sans coupures
en calcul des séquents.

Preuve : voir par exemple [3].

Donc on peut se limiter a chercher des preuves sans régle de coupure (on
dira “des preuves sans coupures”), ce qui est beaucoup plus rapide.

La cohérence d’un systeme est le fait qu’on ne puisse pas démontrer
n’importe quelle proposition dans ce systeme. Il peut exister des systemes
d’axiome incohérents, comme par exemple A, = A. Le théoréeme d’élimination
des coupures a pour corollaire que le calcul des séquents dans la théorie vide
est cohérent.

En effet, s’il était inchoérent, on aurait un démonstration de :

l_

En procédant par élimination sur la premiere regle appliquable a cette
démonstration, on trouve que celle-ci doit forcément étre la regle de coupure.
D’apres le théoreme d’élimination des coupures, on possede aussi une preuve
de ce séquent sans coupures, ce qui amene a une contradiction.

Le calcul des séquents est semi-décidable. Il existe un programme trou-
vant les démonstrations de tous les séquents en possédant une. Mais il
n’esixte pas de programme permettant de savoir si un séquent possede une
démonstration ou non, car ela violerait le théoreme d’indécidabilité de Godel.

1.1.2 La déduction modulo

Un grand nombre d’axiome dans la théorie sert en fait & effectuer des cal-
culs, et de ce fait, allonge inutilement la démonstration. Par exemple pour
prouver en ayant ’axiome de commutativité la proposition :

a+(b+c)=(a+b)+c

on a la preuve suivante :

axiom

(a+(b+c)=(a+b)+c) Fa+(b+c)=(a+b)+c

Vz(a+ (b+2)=(a+b)+2) F a+(b+c)=(a+b)+c
ViyVz(a+ (y+2)=(a+y)+2) F at+(b+c)=(a+b)+c
VaVyVz(x + (y+2)=(x+y)+2) F a+(b+c)=(a+b) +c




On voudrait plutot essayer de ramener chacune des propositions a une
“forme normale”, et ensuite on effectuerait ces calculs avec cette forme nor-
male. Par exemple, réécrire toutes les propositions de la forme (a + b) 4 ¢
en a + (b+ ¢). Ainsi, la démonstration de la proposition précédente serait
immédiate. Gilles Dowek, Thérese Hardin, Claude Kirchner et Benjamin
Werner ont formalisé cela, et ont fondé la théorie dans laquelle nous nous
placerons.

Définition 1.2 Une régle de réécriture sur un terme est une paire de termes
[ — r telle que les variables de r apparaissent dans L.
Un aziome équationnel est une paire de termesl =r.
Une régle de réécriture propositionnelle est une paire de propositions | — r
telle que | soit atomique et que les variables libres de r apparaissent dans I.

Exemple de regle de réécriture sur un terme :
zx0—0
Exemple d’axiome équationnel :
c+y+z2)=(@+y) +2
Exemple de regles de réécriture sur une proposition atomique :
rxy=0—(x=0)V(y=0)

Un systeme de réécriture est une paire notée RE composée de :

e R : un ensemble de regles de réécritures propositionnelles.

e £ : un ensemble de regles de réécritures sur des termes et d’axiomes
équationnels.

Définition 1.3 Soit un systéme de réécriture propositionnel R, la proposi-
tion P se réécrit en P’ dans R si :

P, = o(l) et P' = Plo(r)]w, pour une régle | — r € R, une certaine oc-
curence w dans P et une certaine substitution o. Quand on applique o, nous
rennommons les variables liées pour éviter la capture le cas échéant.

On adoptera la notation P —x P’.

On notera =¢ et =R¢ les congruences générées par £ et £ UR.
On notera —7, la fermeture transitive et réflexive de —x.

Définition 1.4 Soit un systeme de réécriture RE, la proposition P se réécrit
en P’ dans RE si :

P =¢ Q, Qu = o(l) et P' =¢ Q[o(r)]w, pour une régle | — r € R, une
certaine proposition @), une certaine occurence w dans @ et une certaine
substitution o. Quand on applique o, nous rennommons les variables liées
pour eviter la capture le cas échéant.



Nous définissons aussi certaines propriétés pour ces systémes de réécriture.

Définition 1.5 Soit C un systeme de réécriture. 1l est dit confluent lorsque
pour toute proposition P telle que P —* P’ et P —* P, il existe Q telle
que P' =% Q et P" —% Q.

Proposition 1.6 Soit un systéme de réécriture RE confluent. Si P =rg
P', alors il existe Q telle que P —re Q et PP —xre Q.

Preuve : par récurrence sur la longueur de la dérivation.

Une plus ample introduction se trouve dans [3]. Nous sommes préts a
donner les regles d’inférence de la déduction modulo (figure 1.2). Remar-
quons que pour chaque systeme de réécriture, on a des regles d’inférence
différentes.

On prouve que la déduction modulo est équivalente au calcul des séquents
en montrant ’existence d’un ensemble d’axiomes 7 tels qu’on peut dériver
I' Fre A en déduction modulo si et seulement si on peut dériver 7,1 - A.
Pour un développement plus complet, et des preuves de cette équivalence,voir
[1].

Le systeme que nous allons utiliser ici est un systeme un peu différent,
bien qu’équivalent. Pour notre preuve il sera plus simple de considérer
des regles de réécriture séparées des regles de déduction. Le systeme de
déduction modulo que nous allons utiliser est donné dans la figure 1.3. Les
étapes de réécriture sont pleinement séparées des étapes de déduction. Nous
appellerons ce systéme de déduction le systeme R (pour réécriture).

Nous démontrons I’équivalence entre le systéeme R et le systeme de déduction
modulo. Dans la suite, nous noterons I' =r¢ I, avec I',I des ensembles
de propositions le fait qu’ il existe une bijection f : T' — I” telle que
A=pre f(A).

Proposition 1.7 Soient T', TV, A, A’ des ensembles de propositions telles
que I' =pe TV et A =pe A/.

Si on a une démonstration du séquent I' Fre A en déduction modulo, alors
on a une démonstration de I Fre A’ dans le systéeme R.

Preuve : par récurrence sur la taille de la démonstration que nous avons
a réécrire.

e Si la derniere regle n’est pas une des deux regles de réécriture, alors
elle s’applique sur A € I' par exemple. Soit €2 Fre O les prémisses de
cette regle. Prenons 'unique A’ = f(A), A’ =re A.

Alors on peut aussi appliquer cette derniere regle sur A’, car nous



——axiom si P =re @
Prre @

T, Plre A Thre QA
T'htre A
[,0Q1,Q2 Fre A
T.Pbre A
['tre Q1,Q2,A
Thre P.A
'Fre A
T Plre AC
I'bre A
T e P.A
T, P.Qkre A
' REre A
T hpe PA Thre QA
I'tre R, A
I Phre A T,Q Fre A
T e A
Thre PO, A
T e B, A
Thre PA T,Q Fre A
T RFre A
T, Pbre QA
TFre R A
Thre P,A
T Rbre A
T, Phpre A
T rre B, A

cut si P =re Q

contr-1si P =gg Q1 =re Q2

contr-r si P =re Q1 =re Q2
ak-1

weak-r

A-1si R =g (PAQ)

A-rsi R=re (PANQ)

V-lsi R=re (PVQ)

V-rsi R=re (PVQ)

= -1si R =re¢ (P:>Q)
= -rsi R =p¢ (PéQ)
—1si R =re -P

—-rsi R =g P

WL—I siP=reg L

T, {t/x}P tre A
T.0QFnre A

I'bFre{c/x}P, A
['Fre QA

I {c/z}PlFre A
T,Q Fre A

I'bFre {t/z}P, A
I'Fre Q,A

V-1si Q =pe VP

V-r si ¢ constante fraiche et si QQ =g Vx P

-1 si ¢ constante fraiche et si Q =g Jx P

Jrsi Q =g IxP

Figure 1.2: regles d’inférence pour la déduction modulo




maxiom

[,Plre A TFre P,A
T Fre A cut
T,P,Plre A
T,PFgre A
Thre P,P,A
Thre P, A
Thre A
T Plre AC
T hre A
TFre P, A
T,P,Q Fre A
T,PAQFgre A
Thre P,A Thre Q,A
Thre PAQ,A
[,Prre A T,0 Fre A
F,PVQFRgA
T'lre P,Q, A
Fl—RgP\/Q,A
Thre PLA T,QFre A
F,P:>Q|—R5A
T,Plgre QA
Fl—RgP:>Q,A
TFre P,A
T,-Plre A
T,Plgre A
TFre PA
1-1

contr-1

contr-r

ak-1

weak-r

A-l

-r

V-1

V-r

= -1

= T

-1

T, LFre A
T, {t/m}P Fre A
I'VeP lFgre A
I'Fre {c/z}P,A
I'bFre VP, A
I {c/z}PFre A
T, 32P Fre A
I'Fre {t/z}P, A
I'tgre dzP, A
I''Pbre A
I,QbFre A
I'tgre P, A
['Fre QA

V-1

V-r, ¢ constante fraiche

31, ¢ constante fraiche

3-r

rewrite-1 si P =r¢e Q)

rewrite-r si P =g @)

Figure 1.3: regles d’inférence pour le systeme R
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sommes en déduction modulo.

I Fre A’ aura pour prémisses Q' Fre O/, avec :
Q=ps
O =re ©

Pour avoir une démonstration de ces prémisses, nous appliquons '’hypothese

de récurrence.

e Si la derniére regle est une regle de réécriture. Par exemple, une regle
de réécriture a gauche :

T
QFre A
I'Fre A

rewrite-1

Alors, IV =g Q et A’ =g A, donc on peut appliquer I’hypothese
de récurrence sur Q Fre A, ce qui nous donne la démonstration du
séquent cherché. &

La réciproque est vraie aussi : toute démonstration en déduction modulo
peut étre réécrite en calcul des séquents avec regles de rééceriture.

Voici un résultat plus important pour nous :

Proposition 1.8 Soient T', TV, A, A’ des ensembles de propositions telles
que I' =pe TV et A =re A.

Si on a une démonstration sans coupures du séquent I' Fre A en déduction
modulo, alors on a une démonstration de I'" Frg A’ sans coupures dans le
systeme R.

Preuve : C’est exactement la méme que la preuve précédente. La
réciproque est vraie aussi, mais nous ne 'utiliserons pas.

1.1.3 Le systeme R’

Pour les besoins de cette démonstration nous introduisons un version un peu
modifiée du systéme R : le systéme que nous allons appeler R'.

Remarquons d’abord que dans le systeme R nous pouvons astreindre les
regles axiom, weak et 1-1 a ne s’appliquer qu’a des atomes. Le systeme
obtenu reste équivalent au systeme R, car toute démonstration de la forme :

————axiom

Abgre A
est remplacée par une démonstration de ce méme séquent, toute démonstration
de la forme :

Lweak
I'Abgre A



est remplacée par une série de régles sur A puis des affaiblissements (& gauche
ou a droite) comme suit :

T T
—weak —weak

I'NAlgre A
et toute démonstration de la forme :

S|
T, 1 Fre A

est remplacée par une série de weak, pour obtenir :

1-1

EigLEA

1 Feaure P

Nous obtenons alors un systeme intermédiaire, encore équivalent au cal-
cul des séquents, qui a des regles axiom, weak et | un peu plus faibles,
nous l'appellerons le systeme R;.

Définition 1.9 Une régle de réécriture est dite “vers le haut” lorsqu’elle

est de la forme
IAFA

I''BEA

I'EAA

I'tB,A
On dira qu’une preuve est “vers le haut” lorsque toutes ses régles de réécriture
seront “vers le haut”.

rewrite-1 si B —rg A

rewrite-r si B —pe A

Nous allons restreindre le systeme R; de maniere a ce que toutes les
preuves dans ce systeme soient “vers le haut”, en restreignant simplement
les deux regles rewrite. Le systeme R’ est donné dans la figure 1.4.

Proposition 1.10 SoientI', A des ensembles de propositions. Toute démonstration
de T Fre A dans le systéme R’ peut-étre réécrite dans le systéme R.

Preuve : par récurrence sur la taille de la démonstration.

Proposition 1.11 Soient ', A des ensembles de propositions. Toute démonstration
sans coupures de I Fre A dans le systéeme R’ peut-étre réécrite sans coupures
dans le systéme R.

Preuve : par récurrence sur la taille de la démonstration.

La réciproque est fausse, par exemple, si nous avons la seule regle de
réécriture A —xr C,A —pr B, alors il n’est pas possible de démontrer le

10



———axiom, P atomique
Prre P q

I''Ptre A T'kre P, A
T Fre A cut
I''P,Plgre A
I'Plgre A
I'bre P, P, A
I'bre P A
'Fre A
T, Prre A
I'bFre A
I'tre P, A
I'P,QFre A
I'PAQbEFRe A
IF'bre P,A ThEre QA
Fl—RgP/\Q,A
I'Pltre A T'QFre A
F,P\/Q}—RgA
I'kre P,Q, A
Fl—RgP\/Q,A
I'bre PA T,QFgre A
F,P:>Q|—R5A
I''Plre Q,A
Fl—RgP:>Q,A
I' re P,A
T,~PlreA
I''Plre A
T Fre —-P,A

contr-1

contr-r

ak-1, P atomique

weak-r, P atomique

A-l

-r

V-l

V-r

= -1

1

TML—I, P atomique

L {t/z}PFre A
IVaP bgre A
I'Fre {c/x}P, A
I'bFre V2P, A
I {c/z}PFre A
I'dzP bFgre A
I'Fre {t/z}P,A
T Fre 32P, A
I Plre A
[,QkFre A
I' e P, A
'Fre Q,A

V-1

V-r, ¢ constante fraiche

3-1, ¢ constante fraiche

3-r

rewrite-1 si Q —re P

rewrite-r si Q —re P

Figure 1.4: reégles de déduction du systeme R’
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séquent B Fre C dans le systeme R, tandis que nous pouvons le faire dans

le systeme R :
axiom

Abgre A
Abgre C
Btre C

Le systeme R’ est plus faible que le systeme R, et donc que la déduction
modulo. Mais il nous suffira pour prouver le théoreme. Il est important
de noter que les preuves sans coupures de R’ se réécrivent en preuves sans
coupures dans la déduction modulo.

rewrite-r
rewrite-1

Remarquons que nous ne supposerons rien sur le systeme de regles de réécriture.

En particulier, nous n’aurons pas besoin de la confluence de celui-ci. Cela
vient du fait suivant :

Si un systeme de réécriture est confluent, alors toute preuve en déduction
modulo peut étre transformée en preuve dans le systeme R’. Car ayant la
confluence, si P =re @ alors il existe Z tel que P —re Z et Q —re Z,
d’apres la proposition 1.6. Tout systeme de réécriture confluent est donc
implicitement vers le haut.

1.1.4 Elimination des coupures en déduction modulo

Le probleme principal de la déduction modulo est que I'on perd la notion
d’élimination des coupures. En effet, considérons le systeme de regles de
réécriture suivant :

A— BA-A

C’est un systeme confluent qui n’a pas la propriété d’élimination des coupures.
Voici un contre-exemple :

7}4 I—Rg Aax10m k
B.ABFps A0
. B.A, B, A Fre
B.A B e AXOM BAArre .
B,A,B,~Arre B, Atre o iom
B, A AFnre conte BFre -A Brre B .
B. A Fre Bfre A ot
Fre —B

On a donc une preuve de Fre —B, mais il n’existe pas de preuve de ce
séquent sans coupures. Ce contre-exemple prouve aussi que le systéme R’ ne
possede pas la propriété d’élimination des coupures, car cette démonstration
peut étre réécrite dans le systéeme R’ (ce que nous ne ferons pas ici).
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Ainsi, nous devrons, pour chaque systéme de réécriture prouver qu’il a la
propriété d’élimination des coupures (ou prouver qu’il ne ’a pas). Certains
résultats ont déja été obtenus (voir par exemple [3]).

De plus, le second théoreme de Godel affirme qu’on ne peut pas prou-
ver la cohérence d’une théorie dans cette méme théorie. Et le théoréme
d’élimination des coupures est directement lié a la cohérence de la théorie.
On peut donc en conclure qu’il est difficile de prouver ce théoréme.

1.2 le systeme ENAR

Le systeme ENAR (Extented Narrowing And Resolution) a été introduit par
Dowek, Hardin et Kirchner pour la logique d’ordre supérieur (HOL). Les
regles de déduction en ENAR s’appliquent sur un ensemble d’ensemble de
propositions atomiques ou leur négation, que I’on appelle une forme clausale.
Il existe des regles permettant d’écrire une proposition quelconque du calcul
des séquents dans sa forme clausale.

Les regles de déduction de ENAR sont une extension appliquée aux regles
de réécriture des regles de déduction de la résolution classique sur les formes
clausales.

1.2.1 Les formes clausales

Définition 1.12 Soit P une proposition et [ une liste des variables libres de
P, appelée son label.
Une proposition labelée est une paire P

Définition 1.13 Soit 0 une substitution. Quand on applique 6 & une propo-
sitton labellée, on remplace dans le label chaque variable x par la liste des
variables libres de 0.

un proposition labelée P' est £-équivalente & une proposition labelée Ql/ St
P=cQetl=1.

Définition 1.14 (Clause) Une clause est un ensemble de propositions la-
belées telles que chacune de ces propositions soit un littéral, c’est a dire un
atome, ou bien sa négation.

On note la clause vide O.

Donnons les regles qui permettent de calculer la forme clausale d’une
proposition. La forme clausale est un ensemble de clauses. Avec les regles
de la figure 1.5, nous pouvons calculer la forme clausale de n’importe quelle
proposition. Ces regles s’appliquent sur des ensembles d’ensembles de propo-
sitions. Nous noterons cl(P, ..., P,,) le résultat de la mise en forme clausale

de {{P1},....{Pn}}.

Définition 1.15 Soit ¢ = {Pi, ..., P,} un ensemble de propositions. On
note p = PLV (PaV ...V Py)...)

13



— @, (%, P, (v, Q")
— @, (, P, Q)

, (VaP)Yo¥n) — O (1, PY1--¥n®) g variable fraiche

D, (¢, (FzP)orr¥n) — @, (b, ({f(Y1, o, Yn) [} P)P197 f, symbole de
fonction frais

. (1, ((PVQ)) (%, (=P)"), (¥, (=Q)")
,(=(PAQ)) (¥, (2P), (2Q))

¥, (=(P=Q)) — @ (1, P, (-Q))

¥ (L)) — @

P, (—JxP)Y¥n) — & (¢, (- P)Y-¥n®) g variable fraiche

D, (¢, (VY P)rr¥n) — @ (U, (={f(y1, s yn) /2 } P)Y1¥7, f symbole de
fonction frais

®, (¢, (~~P)) — @, (3, P')

) —
®, (¢ ) — @
?, (
®, (
®, (

)

Figure 1.5: regles de la mise en forme clausale

Définition 1.16 Soit ¢ = {Plll,...,P,lL"} un ensemble de propositions la-
belées. On définit Vi par induction :

o Si 1 est vide, alors Vi) = L

o Soitl, = l]/g i & le premier label non vide, alors i = VaV{Py,..., Py_1, PII,”, e

= L .
st x n’appartient pas a ZJ’D, cirln, et V{P1, ..., Py 1, By, ..., sz”} stnomn.

o V1) =) si tous les labels sont vides.

1.2.2 Les regles d’inférence ENAR

Définition 1.17 Soit un systéme d’équations £. Une équation modulo £
est une paire de termes ou de propositions atomiques t :75 .

Une clause avec contraintes U[C] est une clause U et un ensemble d’équations
C, que l’on appelle contraintes.

Les regles de déduction sont données dans la figure 1.6.

1.2.3 Correction et complétude de ENAR

Dowek, Hardin et Kirchner ont prouvé que si un systeme de regles de
réécritures possédait la propriété d’élimination des coupures, alors ENAR
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Extended Resolution
{P1,....; Ph,Q1,....Qm}[C1] {Ri,...,Rp, S1,...,S¢}[Co]

{Ql, ey Qmy S1, ooy Sq}[Cl UCy U {Pl :; :Z: P, :;: Ry :2 :;: RPH

Extended Narrowing
U[C]

U’[C U {U”w :Z: l}]

U € cd({U]r]w})

si I — r € R, Uy proposition atomique, et

Figure 1.6: regles d’inférence de ENAR

était correct et complet, c’est a dire qu’on a une démonstration de :
T'Fre A
si et seulement si on a une dérivation de :
c(T,-A) — O[C]
avec C un ensemble de contraintes £-unifiable.
Plus précisément, ils ont prouvé que si on avait une preuve sans coupures

de :
T'Fre A

alors on pouvait trouver une dérivation dans ENAR de :
c(T,—A) — D[C]

avec C un ensemble de contraintes £-unifiable.
Et inversement, si on a une dérivation dans ENAR de la forme précédente,
alors on a une preuve de :

I'Fre A
qui peut éventuellement comporter des coupures (mais grace a la propriété
d’élimination des coupures, nous pouvons trouver une démonstration de ce
séquent sans coupures).
1.2.4 ENAR et le théoréme d’élimination des coupures
Dans ENAR, on ne peut pas trouver de dérivation de

h— 0O

Ce qui revient & dire que pour un certain systéme de regles de réécriture,
si on a le théoreme de cormplétude de ENAR vis a vis de la déduction
modulo, alors on ne peut pas trouver de démonstration de :

Fre

15



Donc, la déduction modulo est cohérente.

Malheureusement, dans la preuve de complétude de ENAR, on utilise
fortement ’hypothese que le systeme de réécriture posséde la propriété
d’élimination des coupures. Qui plus est, dans la preuve de correction, on
transforme une dérivation dans ENAR en une démonstration en calcul des
séquents qui en général comporte un grand nombre de coupures.

Mais récemment, Stuber [2] a prouvé le théoreme de complétude de ENAR
sans utiliser cette hypothese, pour certains systéemes de réécriture. Il a
prouvé la cohérence de ces systemes. Tous les systeémes cohérents ne dis-
posent pas de la propriété d’élimination des coupures. Ce que nous voulons
démontrer est que tous les systemes pour lesquels ENAR est complet possedent
cette propriété d’élimination des coupures :

Si on a une dérivation de :

cd(T,-A) — 0O
alors on a une preuve sans coupures de :

Thgre A

1.2.5 Le systeme EIR

Le systeme EIR (Extended Identical Resolution) a été introduit dans la
démonstration de la complétude et de la correction du systéeme de déduction
ENAR dans [1].

C’est un systeme intermédiaire et completement équivalent a ENAR. Il
s’applique lui aussi sur des ensembles de clauses, comme ENAR.

Nous travaillerons sur le systeme EIR, car si nous arrivons a prouver que
toute dérivation dans EIR se réécrit en preuves sans coupures en déduction
modulo, alors on n’aura plus qu’a étendre le résultat & ENAR.

EIR a les regles d’inférence données dans la figure 1.7.

{x»—>Ut}U Instantiation
U L /
i Conversion si U =¢ U
v,pr Z SJ[/J’/_‘PZQ Identical Resolution
% Reduction si U —x ¥ et U’ € cl(v)

Figure 1.7: Regles d’inférence de EIR
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Définition 1.18 Soit un systeme de regles de réécriture RE et un ensemble
de clauses IC. mous €écrirons :

]C%RgU

si la clause U peut étre déduite des clauses de IC en utilisant un nombre fini
de fois les régles d’inférence de FIR.

C’est a dire, il existe Uy, ..U, telles que sin =0, U € KC, et si n > 1, pour
tout p € [1..n], U, est déduit dek,Un,...,Up—1 par Uapplication d’une des
regles d’inférence de FIR.

Remarques sur les regles d’inférence de EIR :

e Pour la regle Instantiation, on remplace dans les labels la variable
instanciée par les variables libres du terme substitué.

e En ce qui concerne la regle Conversion , les labels restent inchangés,
grace a la condition imposée sur les équations de &.

e Pour la regle Reduction, les labels sont modifiés par la mise en forme
clausale.

e Pour la regle Identical Resolution, on peut éliminer deux proposi-
tions n’ayant pas le méme label.

Nous allons démontrer le théoréeme suivant :

Théoreme 1.19 Soient I', A des ensembles de propositions. Si dans FIR :
cd(T,—A) — 0O
alors on a une dérivation sans coupures de :
I'kre A
dans le systeme R’.

Dans la démonstration de ce théoreme, il apparit crucial que les démonstrations
soient “vers le haut”, ce qui peut se comprendre intuitivement par le fait que
les dérivations de EIR sont elles aussi “vers le haut” (regle Reduction).
Nous prouverons ce théoréme en rajoutant un axiome, I'axiome de Skolem
2.3. Nous conjecturons que cet axiome est démontrable. Il est déja démontré

si on retire la condition “sans coupures”.

Comme chaque démonstration sans coupures dans R’ peut se réécrire sans
coupures en déduction modulo (voir les propositions 1.8 et 1.11), et que
ENAR est équivalent a EIR, nous pourrons affirmer que si on a une dérivation
dans ENAR de ¢l(I',—~A) — 0O, alors on a une preuve sans coupures en
déduction modulo de I' Frg A.
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Chapter 2

Preuve de la correction

Dans toute cetta partie, nous nous placerons dans le systéeme R’. La taille
se réfere a la profondeur de ’arbre de démonstration.

2.1 Résultats préliminaires

Tous ces résultats sont tres importants dans notre cas, t ont été ignorés dans
les démonstrations précédentes a celles-ci, car elles vont de soi dés qu’on
s’autorise a utiliser la regle de coupure. Comme notre but est justement
d’éliminer cette regle, nous devons prouver ces résultats.

2.1.1 Le lemme de Kleene

Lemme 2.1 (lemme de Kleene) S’il existe une dérivation de
AV Blgre A

sans coupures, alors on peut construire une dérivation de

INAFRe A
I'BFre A

sans coupures, de taille strictement inférieure.
Preuve : par récurrence sur la taille de la dérivation.

e Si la premiere regle appliquée est une regle qui s’applique sur une
proposition de I ou de A, alors soit IV, AV B Fre A’ la prémisse de
cette reégle (il y en a éventuellement deux). Nous utilisons I'hypothese
de récurrence pour avoir deux dérivations de IV, A Fre A’ et de
IV, B bre A’. Puis nous appliquons la méme regle sur chacune des
deux dérivations respectivement. Par exemple, & partir de :

T
AV B,{t/$}P Fre A
AV B,VxP bre A

V-1
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par hypothese de récurrence, on aura :

T
A, {t/:U}P Fre A

Nous rajoutons la regle V-1 et obtenons :

T
A {t/z}P Fre A
AY2P Fre A

Si la premiere regle appliquée est une regle de réécriture sur A V B.
Alors puisque nous sommes dans le systéme R, on a :

A\/B—>R5A/\/B/

avec A —rg A’ et B —gpe B'.
Nous pouvons appliquer ’hypotheése de récurrence sur la dérivation de
I'A’Vv B'F A, et nous obtenons deux dérivations de :

T, A Fre A
T, B Fre A

de taille inférieure ou égale a celle de la démonstration de I'; A’V B’ Fre
A. En rajoutant une régle de réécriture & chacune des dérivations, nous
avons les dérivations cherchées, qui restent de longueur inférieure ou
égale.

Si la premiere regle appliquée est une regle de contraction sur AV B,
alors nous appliquons deux fois I’hypothese de récurrence. La premiere
fois, nous obtenons des démonstrations de longueur inférieure ou égale
acellede’AVB,AV Bltgre A de:

T,A, AV BFge A
T,B,AV BFge A

Auxquelles nous appliquons encore une fois I’hypothése de récurrence,
grace au fait que ces démonstrations sont de taille inférieure ou égale
acelledeI'y) AV B,AV B Fgre A, elle méme strictement inférieure a
celle de I', AV B Fre A. Nous obtenons quatre démonstrations, nous
n’en conservons que les deux qui nous intéressent :

A AFgre A
I',B,Blrs A
et nous leur appliquons la regle de contraction. La propriété d’étre de

taille inférieure ou égale a la démonstration de départ de ', AV B, AV
B Fre A est encore vérifiée.
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e Si la premiere regle appliquée est un V-gauche sur A V B, nous avons
trouvé ce que nous cherchions. <

Corollaire 2.2 Si on a une démonstration sans coupures du séquent :
| =Y, ( V Pn)) Fre A

alors pour toute permutation o de [1..n| on a une démonstration sans coupures
de :
I, Pg(l) V(.. V Po(n))...) Fre A

Preuve : par récurrence sur le nombre n de propositions. Le cas initial
n = 2 vient du lemme de Kleene.

Soient m = o (1) et | = 0~1(1). On applique le lemme 2.1 et on obtient
deux démonstrations de :

[P Fre A
PV (cV By)..) Fre A

Par hypothese de récurrence la deuxieme démonstration est équivalente

r, Pa(l) V (-"(Po'(l—l) V (Pa(l+1) V ( V Pa(n))) Fre A

On applique encore une fois le lemme 2.1, et on obtient trois démonstrations,
sans coupures de :

[P Fre A
I, Pyq) Fre A
I, PU(Q) V ("-(Pa(l—l) \ (Pa(l+1) V ( V Pa(n))) Fre A
On recombine la premiere et la troisieme démonstration, on réutilise

encore une fois I’hypothese de récurrence et on obtient deux démonstrations
de :

I, Py1y Fre A
T, Pa(2) V ("'(Pa(l—l) V (Pa(l) V (Pa(l—i-l) V ( V Pa(n))) Fre A

Et enfin, on combine ces deux démonstrations et on obtient ce que ’'on
cherchait. Notons que la taille de la démonstration peut s’en trouver al-
longée. <&

Grace a ce corollaire, nous pourrons travailler dans toute la suite de
cette partie sans se soucier du parenthésage en ce qui concerne le signe V a
gauche. On pourra travailler de cette maniére tant que 'on aura pas a tenir
compte de la longueur de l’arbre de démonstration (ce qui pourrait arriver
lors de certaines récurrences).
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2.1.2 L’axiome de Skolem
Axiome 2.3 (Skolem) Il existe une démonstration sans coupures de :
I Vay.. Ve, JyP Fre A
si et seulement si il existe une démonstration sans coupures de :
LoVry. Ve { f(z1, ..., xn) Jy} P Fre A
f symbole de fonction frais.

On garde ce résultat comme axiome pour le moment, mais il faudra
trouver une démonstration de celui-ci, dans le systeme R’.

2.1.3 Les quantificateurs

Nous démontrons des résultats qui seront utiles lorsque nous manipulerons
des quantificateurs. De méme, nous n’aurions pas besoin de démontrer ces
résultats si nous nous autorisions a utiliser la régle de coupure.

Définition 2.4 Nous appellerons une démonstration vérifiant la propriété
suivante une démonstration avec des regles V-1 regroupées :

Si on rencontre une régle V-l surVx P, alors la régle suivante dans la démonstration
sera une regle sur P qui n’est pas la contraction.

Exemples : La démonstration suivante a ses regles V-gauche regroupées.

axiom
P(x1,y1) Fre P(x1,91)

VaP(z,y1) Fre P21, 41)
VyVxP(x,y) Fre P(x1,y1)
VyVaxP(x,y) bre Ve P(x,y1)
VyVaxP(x,y) Fre VyVzP(z,y)

V-1

V-1

V—r
V—r

Mais la démonstration suivante n’a pas ses regles V-gauche regroupées :

axiom
P(x1,y1) Fre P(x1,91)

VaP(z,y1) Fre P(@1,41)
VzP(z,y1) Fre Y2 P(z,y1)
VyVxP(z,y) Fre Y P(x,y1)
VyVzP(z,y) Fre YyVaP(z,y)

en revanche, celle-ci les a :

V-1

V—r

T
L, P(x1,y1,21) Fre A
F, VZP(.%L Y1, Z) |—Rg A

L, 3yvVzP(x1,y,2) Fre A

[\Va3yvzP(z,y,z) Fre A
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Lemme 2.5 Si on a une démonstration sans coupures, avec les régles V-
gauche regroupées de :

D {t1/z1} Py, ..., {tn/xn} Py Fre A

alors on peut construire une démonstration sans coupures avec les regles
V-gauche regroupées de :

F,Vl’lpl, ceey VaznPn |—Rg A
dans laquelle la premiére regle est :
e soit la méme que dans la démonstration de départ

e soit V-1 sur une des propositions considérées, suivi de la méme regle
que dans la démonstration de départ.

On fait cette preuve par récurrence sur la taille de la démonstration :
On considere la premiere regle appliquée. Si c¢’est une regle sur I' ou A alors,
soit IV, {t1/x1} P1, ..., {tn/xn} Pn bre A’ la (les) prémisse(s). Par hypothese
de récurrence on a une démonstration de I'V,Vz1 P, ..., Vo, P, Fre A’. On
peut encore appliquer cette méme regle, car la condition de fraicheur des
variables n’est pas violée. Par exemple, si on a :

™

{/y3A, {t/a}P. T Fre A
EIyA, {t/m}P, r |—Rg A

avec t’ frais dans le séquent considéré, alors on a :

71_/

{t'/y}A, Ve P,T Fre A
JyA, Ve P,I' Fre A

et le condition de fraicheur des variables n’est pas violée, car t’' est toujours
une variable fraiche.

Si c’est une regle sur P; alors :

e (C’est un axiom ou weak - nous concluons en appliquant ’hypothese
de récurrence, puis en rajoutant la méme regle, et enfin, en rajoutant
la regle du quantificateur universel gauche. Exemple pour la regle
axiom :

axiom

Py (t1) Fre Pi(t1)

se transforme en :

axiom
Pi(t1) Fre Pi(t1)

V-1
V1P (x1) Fre Pi(th)
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e (’est une contraction sur P; - nous appliquons I’hypothése de récurrence,
puis nous contractons sur Vi Py.

e (C’est un V-gauche sur P;- nous appliquons 'hypothese de récurrence
et nous obtenons une preuve de :

F, {tl/:cl}{t’/y}P{, V.CCQPQ, ) Vl’npn |—Rg A (2.1)

qui a ses regles V-1 regroupées, et dont la premiere regle est une regle
sur P/. En effet, dans la prémisse :

F? {tl/xl}{t//y}P{7 {t2/x2}P27 ceey {tn/xn}Pn l_Rz‘Z A

la premieére régle est sur Pj, puisque les régles V-1 sont regroupées.
dans la démonstration de départ.

D’apres 'hypothese de récurrence, si on a une regle V-1 sur P, par
exemple, on violerait le fait que les régles V-1 soient regroupées. (car
la régle suivante serait celle sur P| - voir I’énoncé du lemme).

Donc dans 2.1 la premiére régle est une régle sur Pj qui n’est pas
la contraction. Nous rajoutons V-gauche sur y puis sur x; et nous
conservons les propriétés voulue.

e C’est une autre regle sur P;, on applique ’hypothese de récurrence de
fagon & avoir une démonstration de :

U, {t1/x1}P], Voo Py, ..., V&, Py Fre A

qui sont la (les) prémisse(s) de la régle. Puis nous appliquons la méme
regle, et enfin, nous rajoutons V-gauche sur x;. <&

Lemme 2.6 Si on a une démonstration sans coupures de :
I' Fre A

alors on peut construire une démonstration sans coupures du méme séquent
dans laquelle toutes les regles V-1 sont regroupées.

Preuve : par récurrence sur la taille de la démonstration.

e Si la premiere regle n’est pas V-gauche sur la proposition considérée
alors on applique I’hypothese de récurrence sur les prémisses.

e Si la premiere régle es V-gauche sur P, alors on applique 'hypotheése
de récurrence, pour obtenir une démonstration sans coupures de :

{t/x}P,T Fre A

ol toutes les regles V-gauche seront regroupées.
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On démontre un résultat intermédiaire qui nous permettra de conclure
dans la démonstration de ce lemme 2.6.

Grace au lemme 2.5, & partir de la preuve de I', {t /2 } P Frg A obtenue
par hypothese de récurrence, nous pouvons construire une preuve sans

coupures de :
I''VaP Fgre A

qui a toutes ses regles V-gauche regroupées. <

Proposition 2.7 Soient o1, ...,0., des permutations de [1..n1], ..., [1..ny].
Si on a une démonstration sans coupures de :

I, Vi 1..Y210, P1, oy YZm1..YTmp,, Pn Fre A
alors on a une démonstration sans coupures de :
L, V21 601) V%101 (n1) Pl oo Y00 (1) Tm.om (nm) Pm FrRE A
Preuve :

1. On applique le lemme 2.6 pour avoir une démonstration ou toutes
les regles V-gauche sont regroupées. Notons que toutes les regles V-
gauche sont présentes grace a la condition que les regles weak, axiom
et L s’appliquent & des propositions atomiques seulement (car nous
sommes dans le systeme R’). Autrement dit, & un moment ou & un
autre dans la démonstration, on aura ce schéma la :

7r

T V.gauch
T VaP e A gouche

On le prouve par élimination sur le type de regle pouvant s’appliquer.

2. On construit par récurrence sur la taille de cette démonstration la
nouvelle démonstration :

e Si la regle n’est pas un V-gauche sur Pi,..., P, on applique
I’hypotheése de récurrence, et on obtient ©’ (éventuellement ')
des démonstrations auxquelles on peut appliquer cette méme regle
pour construire 7.

e Si la regle est un V-gauche sur P; alors on est certain que tous
les autres V-gauche sur P; se trouveront juste au dessus dans la
démonstration, de la maniere suivante :

0

L, PFre A V — gauche

: Vv — h
F, v.ﬁl’l...v.l‘lym P1 }—Rg A gauche

Nous appliquons 'hypothese de récurrence sur 6 et de rajouter
sur la preuve obtenue de I', P Fre A les regles V-gauche, mais
dans 'ordre qui nous convient.
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<

Nous prouvons un lemme de Kleene sur les quantificateurs existentiels.
Lemme 2.8 Soit une démonstration sans coupures de :
', dx1 Py, ..., Jx, Py Fre A
alors il existe une démonstration sans coupures et de

F, {tl/.CEl}Pl, ceny {tn/xn}Pn |—Rg A

de taille inférieure de n au moins, ou les variables liées par 3 ont été sub-
stituées.

Preuve : Par récurrence sur la taille de la démonstration, car on ne viole
pas la condition de fraicheur des variables. Et & un renommage de variables
pres on garde les mémes propositions. Exemple pour la regle V-gauche :
Par hypothése de récurrence on obtient des démonstrations 6 et 6’ des
séquents :

F7A7 {yl/xl}Ply ) {yn/xn}Pn Fre A
F,B, {y'l/xl}P1, ceey {yg/xn}Pn l_RS A

de taille inférieure de n au moins.
On effectue les substitution suivantes :

o {z1/x1},....{2n/xn} dans 0
o {21/}, ....{2n/2),} dans ¢’

en ayant choisi z1, ..., 2, des variables fraiches dans les deux démonstrations
6,0’. Puis on applique la regle V-gauche.

Donnons encore une exemple pour la régle contraction sur dxi1P;. En
appliquant I’hypothese de récurrence, on obtient une démonstration sans
coupures de :

Fa {yl/xl}Plﬂ {yll/l'l}Pla ey {yn/azn}Pn '_’RE A

de taille inférieure de n+1 au moins. On substitue dans cette démonstration
z & toutes les variables y; et ¥}, puis on rajoute la regle de contraction.<

La taille inférieure de n au moins est obtenue grace au fait que nous
n’autorisons que les axiomes et les affaiblissement sur des propositions atom-
iques, et au fait que lorsque nous recontrons une contraction, on fait diminuer
la taille de n + 1.
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Proposition 2.9 Une démonstration sans coupures de la forme suivante :
I (3zP)VQFre A

x non libre dans Q)
existe si et seulement si il existe une démonstration sans coupures de :

T, Eb}(P V Q) Fre A

Preuve : On construit une preuve a partir de 'autre en appliquant les
deux lemmes de Kleene 2.1 et 2.8.
Dans un sens, a partir de :

T, (3zP)V Q Fre A

on applique d’abord le lemme 2.1 et on obtient deux démonstrations sans
coupures de :

[, (FzP) Fre A
I''QFre A

puis sur la premiere démonstration, on applique le lemme 2.8 et on obtient
une preuve de :

I, ({y/z}P) Fre A

avec y variable fraiche. On remplace y par z dans toute cette démonstration,
z étant une variable entierement fraiche dans toutes les démonstrations con-
sidérées. alors on peut appliquer la regle du V-gauche sur

I, ({z/2}P) Fre A
I'NQFre A
puis la regle 3-gauche pour obtenir la démonstration désirée.
Pour le sens inverse, on applique dans ’autre sens les lemmes. ¢

On veut prouver un résultat similaire, mais avec des quantificateurs uni-
versels, ce qui est plus difficile.

Proposition 2.10 Une démonstration sans coupures de la forme suivante
existe :

F, \V/vfl,l ‘v’ml,nl vyl,l vyl,ml (Pl \/Ql),
VIp1 oo YZpn, YYp1 oo Ypm, (PpV Qp) Fre A

QUEC Y 1, vy Yr,m,. T apparaissant pas libres dans P, si et seulement si il existe
une démonstration sans coupures de :

R V-%'l,l Vxlm (P1 \/vyl,l VyLlel),

ey

r

pr,l prmp (Pp V Vpr Vyp,mep) Fre A
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Preuve : Dans cette preuve on appelera V,, l’ensemble des regles V-
gauche sur x,.1, ..., T, lorsqu’elles seront regroupées, et V,, la méme chose
SUT Yr1,-es Yrm,- On fait la démonstration du sens direct et celle du sens
inverse séparément.

Le sens direct : nous procédons en trois étapes.

On commence par appliquer le lemme 2.6 pour regrouper tous les V-gauche.
On obtient une démonstration dans laquelle, puisque nos propositions com-
mencent par un quantificateur universel, ces dernieres sont décomposées de
la maniere suivante :

/

T T
I PlreA T,QFre A,
I'PVQFre A
Vy —1

: Vi — 1
D, Vo1.. Vo, Yy1..Yym (P V Q) Fre A
Ayant une démonstration ainsi modifiée nous construisons la démonstration
du séquent désiré par récurrence sur cette démonstration.

Si la regle n’est pas V-gauche sur une proposition de la forme PV @,
alors on applique I’hypothese de récurrence.

Si la regle est V-gauche sur la proposition P V @ alors on applique
I’hypothese de récurrence sur 7 et 7’ (nous obtenons deux démonstrations,
v et v/ de la forme que nous désirions), puis on assemble v et v/ en mettant
a la suite de v/ les regles V,,. Ensuite, nous appliquons la régle du V-gauche,
et enfin nous accolons les regles V.

Nous obtenons la démonstration suivante :

/

v
F7 Q |_'R5 A
v :
: Vy —1
[PFre A T,Vy1..Vym@Q Fre A V-l

D, PV (Vyr..Vym@) Fre A

: Vi — 1
IVay. Ve, (P V (Yy1..VymQ)) Fre A

Le fait de remonter V,-gauche est valide car ¥ 1, ..., Yrm, ne sont pas
libres dans P,.

La réciproque :
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Elle se fait toujours par récurrence sur la taille de la preuve.

e Si on rencontre une regle qui ne s’applique pas & une proposition
de la forme V1.V, (P V (Vy1...Vym@)), on applique I'hypothese de
récurrence, et a la démonstration obtenue on applique la méme regle.

e Si on rencontre une regle qui s’applique a une proposition de la forme
Vry.Va,(PV (Vy1..Yym@)), c’est soit :

- V-gauche. Dans ce cas, nous appliquons ’hypothese de récurrence,
et obtenons une démonstration de :

F, VCL‘LQ VILnl (Pl \/vyl,l Vylylel),

Vajp71 pr,np (Pp V Vpr Vypmep) Fre A

a laquelle nous rajoutons la regle V-gauche.

- soit V-gauche (s'il n’y a pas ou plus de quantificateurs). Nous com-
mengons par appliquer ’hypothese de récurrence sur les deux prémisses,
et obtenons des démonstrations de :

I, Pbgre A
F’,Vyl...Vme |—Rg A

ou I' a été modifié en I, car les propositions qui nous intéressaient
ont été transformées.
Nous voulons démontrer le séquent suivant :

F’,Vyl...Vym(P V Q) Fre A

Nous commencons par des reégles de contraction sur IV et A de facon
a devoir démontrer le séquent :

F;,F',Vyl...Vym(P\/ Q) Fre A*, A

Nous annotons avec * toutes les propositions sur lesquelles nous venons

de faire une contraction.

Ensuite, nous construisons la démonstration en faisant une récurrence
sur la démonstration de I, Vy;..Vy,Q Fre A, qui est une des deux
prémisses sur lesquelles nous venons d’appliquer I’hypothese de récurrence.
A chaque regle rencontrée, nous appliquons ’hypothese de récurrence,

et nous rajoutons la méme regle, sauf dans le cas de la regle V-gauche
sur Yy, Q (traité plus bas).

Nous obtenons alors des démonstrations de la forme suivante :

LT Yy oo, Vym (P V Q), s VYpgs oo VYm (P V Q) Fre AL A
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la démonstration d’origine étant, elle :
Fikv FN: vypu sy vmev ceey vypqa ceey vme l_'R,E Afk? A”

Nous faisons bien attention de ne pas appliquer les régles sur les propo-
sitions étoilées. Nous les conservons ainsi telles quelles jusqu’a rencon-
trer la regle V-1 sur Vy,, Q.

Quand nous arrivons (par récurrence sur la démonstration d’origine)
a une regle V-gauche sur Vy,,@, alors on rajoute V-gauche (qui ne
viole pas la condition de fraicheur des variables) et V-gauche a la
démonstration qu’on construit et on se retrouve a devoir démontrer
deux séquents :

F;,F”,P,Vypz, iy Vym (P V Q), ooy YUy s oy Vym (P V Q) Fre Al A

F:aF”?Q?vypz? avym(P\/Q)a "'7Vypq7 avym(P\/Q) }_RS AZMAN

En utilisant plusieures fois la regle weak sur le premier séquent, on
peut se reporter sur le séquent :

I, Ptgre A

dont on a une démonstration (c’est exactement la deuxieme prémisse
sur laquelle nous avions appliqué I’hypothese de récurrence).

Il reste a trouver une démonstration de :
LT QVypys oo, Yum (P V Q), s VYpgs oo VY (P V Q) Fre Al A

Qu’on peut trouver en appliquant I’hypothese de récurrence sur la
démonstration initiale qui est celle-ci :

F”anvypla avmev ceey vypqa 7vme l_’RS A”
&

2.2 La démonstration

Nous allons prouver des propositions plus en rapport avec le théoreme, puis
finalement, le théoréeme lui-méme.

Lemme 2.11 Soient ¢y, ...,¢n, X1, ..., Xq des ensembles de propositions tels
que {1, ..., ¢n} — {x1,-.-, Xq} au sens du calcul des formes clausales.

VX1, .., VXq FRE  Sans coupures

Y1, ..., Y, Fre  sans coupures
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Preuve : par récurrence sur la longueur de la dérivation.
Si la dérivation a une longueur nulle, alors nous gardons la méme preuve.
Sinon, nous distingons des cas selon la regle de calcul employée lors de la
premiere étape de la dérivation.

e On suppose que la regle s’applique sur ¥ qui est de la forme

0, PVQ— ¢, PQ

Par hypothese de récurrence on a une démonstration sans coupures
de :

Y(pV PV Q),Vi1,..., Vi, Fre

Ce qui est exactement ce que nous cherchions.

e On suppose que la regle s’applique sur ¢ qui est de la forme ¢, Yz P! —
@, P On appliquant 'hypothese de récurrence sur ce dernier en-
semble de propositions, puis on applique la proposition de permutation
des V-1 2.7.

e On suppose que la regle s’applique sur ¢; qui est de la forme {p, P A
@}, donc, on a par hypotheése de récurrence une démonstration sans
coupures de :

v(@vp)v v(a\/Q)a vw%'“avwn F'Ré‘

On va construire une démonstration de

V@V (PAQ)), Vb, ..., Yy, Fre

On commence par appliquer la régle de contraction sur la proposition
Yo V (P A Q). Notons que les variables quantifiées sont les mémes,
et dans le méme ordre pour Y(p V P), V(¥ V Q) et Y(p V (P A Q)).
(D’apres la définition 1.16). Sinon, on appliquerait la proposition 2.7
sur les deux propositions que nous venons de contracter.

Ensuite, on fait une récurrence sur la démonstration d’origine pour
construire la démonstration voulue. La contraction effectuée des le
départ nous permet de faire suivre a I’'une des propositions contractées
le chemin de Vo V P et a l'autre, celui de Vo V Q. Le but est de rem-
placer dans la démonstration d’origine toutes les propositions dérivant

de V(o V P) et de V(o V Q) par V(¢ V (P AQ))

Pour faire la récurrence, nous considérons les différentes régles. Nous
traitons ici le cas le plus significatif, celui de la derniere regle V-gauche
sur pV P ou sur g V @ (dans la démonstration de départ).

Nous appliquons I'hypothese de récurrence sur la prémisse de cette
regle qui est :

LoV P | Vag,. Vo, (pV P, ..,Vag, .., Vo, (o V P,
V:Uml,...,Vxn(go\/ Ql), ...,\V/l‘mp, ...,V{L‘n(cp V Qp) Fre A
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les indices sont la pour tenir compte des réécritures et des contractions.
Nous trouvons donc une démonstration sans coupures et de :

LoV P | Yag,...Ve,(eV (PLAQ)), ...¥V2q,...VT,(@ V(P AN Q)),
\V/ZEml, ...,V{L‘n(tp V (P/\ Ql)), ...,V:L’mp,...,V:L'n(go\/ (P/\ Qp)) Fre A

Sur cette derniere démonstration, nous appliquons le lemme de Kleene
2.1 sur ¢ V P, puis sur la prémisse contenant P, nous affaiblissons
sur (@ (en introduisant éventuellement plusieures regles si () n’est pas
atomique), nous obtenons les deux démonstrations suivantes :

Lo |, Vg, ...Vou, (o V(PLAQ)), ...Vq., ... VT (o V (P AQ)),
VZmys o, VI (@ V (P AQL))s ooy VO, o, V2R (0 V (P A Qp)) Fre A

I'P,Q , Vzg,.. Ve,(eV (PLAQ)), ...Vzq., ...V, (¢ V (P AQ)),
VZmys oo VI (@ V (P AQL))s ooy VI, o, V2R (0 V (P A Qp)) Fre A

Les variables libres de () sont substituées par les variables ou termes
de P correspondantes (il faut regarder la liste 1 de (PAQ)! pour définir
cette substitution). Sur cette derniére démonstration, nous appliquons
la regle du A-gauche.

A la suite de quoi nous réunissons ces deux démonstrations avec la
regle V-gauche pour en obtenir une de :

LoV (PAQ) , Vzg,...Veu(pV (PLAQ)), ...,Vzg,, ...V, (¢ V (P AQ)),
VZmy s oo, V2r (@ V(P AQL))s oo, YTy, oo, VIR (@ V (P A Qp)) Fre A
sans coupures ce que nous cherchions.

Enfin, le dernier cas a considérer est le cas du quantificateur existentiel.

’(/}1 = {SO, Elﬂ?Pylv'“vyN} — X1 = {SO’ {f(y17 - yN)/x}Pyl,...,yN}‘
Soient z1, ..., 2z, les variables libres de ¢ n’étant pas parmi yq, ..., yn.

Ayant une démonstration de :
VX1, V2, ., Vi Fre

sans coupures, on a une démonstration de :

YY1y oo, YUN, V21, ooy Vo ({F (Y1, s yN) /TP B), Vabo, ..., Viby, Fre

grace au lemme 2.7 de permutation des V a gauche. On applique alors
la proposition 2.10 et on obtient une démonstration sans coupures et
de :

vy17"'7vyN({f(y17"'7yN)/’1"}P\/VZ17"'7vzm¢)’ va""’g/d}n l_Rg
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D’apres I'axiome de Skolem, on a aussi :
V1, o, YynIZ(P V V21, ., Vom®@), Vo, ..., Vb, Fre

avec x variable non libre dans Vzy,...,Vz,®. On applique la proposi-
tion 2.9 pour trouver une démonstration de :

Vyl,...,VyN(EIvaVzl,...,Vzm¢), g’lﬂQ,...,g’Lﬂn Fre

et enfin, on applique une dernieére fois la proposition 2.10 pour trouver
une démonstration de :

Yyt e, YUN, V21, oo, Vo (3P V B), Yiba, ..., Vb, Fre

e Les cas des autres reégles se traitent de la méme maniere que celui des
regles dont nous venons de traiter les cas. <

Nous conjecturons que la réciproque est vraie aussi a condition de démontrer

un lemme de Kleene sur le A a gauche. La seule chose qui change dans
cette démonstration est le traitement de la dérivation de v; lorsque 91 =
{v, P A Q}. Mais nous n’en avons pas besoin pour la suite.

Lemme 2.12 Si on a une preuve sans coupure et de :

r | Va:Ll...Vme A1V By, ...,
V.’Emjl...me’nm A,V By Fre A

alors on a une preuve sans coupures et de :
/ / i /"
F B \V/SULl...vl'Lpl (A]_ V P]_),Vxl’l...vqul (Bl V _‘P]_),

Yy, 12, o (Am V P, Vg, .Yz, o (B V =P,
Fre A

en quantifiant uniquement sur les variables libres des propositions con-
sidérées.
Preuve : on construit tout d’abord par récurrence sur la taille de la

preuve initiale une preuve de :

r , le,l---vxl,nl(Al\/Pl)avxl,l-'-\v/xl,nl(Bl\/_‘Pl)a

VZm 1. VT (Am V Pr),VTm 1..YCm ., (Bm V —Prp,),
Fre A

telle que les occurences des variables libres et des termes de A, B, soient les
mémes que dans la démonstration initiale, et que les ocurrences des variables
libres et des termes de P,, —F, soient identiques entre eux.
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Si la regle est une regle sur I' ou A, on applique I’hypothese de
récurrence.

Si la regle est une contraction sur Vzq 1...V1 5, (A1 V By), alors on ap-
plique 'hypothese de récurrence et on contracte deux fois, sur Vo 1.V, (A1V
Py) et sur Vo 1..Va1 5, (B1 V 2 Py).

Si la regle est une réécriture, on applique I’hypothese de récurrence,
puis on fait intervenir la regle de réécriture deux fois (ou une seule fois
si A=A ou B’ = B).

Si la regle est V-gauche sur Vaq 1...Voq,, (A1 V By), alors on applique
I’hypothese de récurrence, et on applique deux fois la régle V-gauche,
en substituant x; par le méme terme deux fois de suite (qui est aussi
le terme substitué dans la preuve initiale).

Si la regle est V-gauche, alors on applique I’hypotheése de récurrence
et on se retrouve avec des démonstrations de :

F, A1 , V[I}QJ...V.%’QWZ (A2 V PQ),V.Z'QJ...VI’QJL? (B2 V _|P2),

et de :

I''B; , V$271...V$27n2 (AQ V PQ), Vx271...Vx27n2 (Bg V ﬂPQ),

que 'on simplifie pour la suite en :
' Ay Fre A
I', By Fre A
Dans ce cas la, on a une démonstration triviale de :
I, P, —P; Fre A
a condition que toutes les occurences variables libres et tous les termes

de P; et de =P, soient identiques.

Donc on peut construire la preuve suivante :

T
DA e & T Pige PLAT O 7['/
IV, Ay, =Py e A IV, P, =P Fre A v L BiFre &
', =P, AV P e A IV, By, Ay V Py Fre A

weak

IV,B1V—-P,A1V P Fre A
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Ce qui est ce que nous cherchions.

Il faut encore transformer cette démonstration de fagon a ne quantifier
que sur les variables apparaissant des propositions. Nous supprimons par
récurrence sur la taille de la démonstration toutes les quantifications inutiles.

Puis nous rajoutons des regles de quantification sur les variables non en-
core quantifiées. Et enfin, on applique le lemme 2.7 de permutation des
quantificateurs universels. <

Lemme 2.13 On peut construire une preuve sans coupures de :
F,VmNyl,l...VyLmUl, ceey Vz:pVyp,l...VypmpUp |—'Rg A
st on a une preuve sans coupures de :

T s Vzl,l...Vzl,m Vyl,l---vyl,m {.1‘1 — tl}Ul, ceey
Vap1--V2pm, Yp,1--VYpn, {7p = tp}Up Fre A

U 211, ..., 21,m sont les variables libres qui apparaissent dans t1.

On prouve ce lemme par récurrence sur la taille de la, démonstration :

e Si c’est une reégle sur I' ou A, on applique ’hypothese de récurrence.

Si c’est une regle V-gauche sur zj,,,, alors on a le terme ¢; qui est
instancié. Donc, on ajoute V-gauche sur xi, en substituant z; par ¢;.

Si c’est une regle V-gauche sur 2; 1, ..., 2z.m,—1, on ne fait rien.

Si c’est une regle de contraction, on applique 'hypothese de récurrence.
&

Lemme 2.14 Soient U, ...,U,, des clauses. Si
Ul, ceey Un — 0

alors
YUy, ...,.VU, Fre sans coupures

Preuve : Par récurrence sur la longueur de la dérivation.

e Si nous avons une dérivation de longueur nulle, alors I'une des clauses,
U, par exemple, est la clause vide, dans ce cas, Uy = L, ce qui nous
permet de conclure avec la régle | -gauche.
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e Si la premiere regle appliquée est Identical Resolution sur U; =
{A, P},Uy = {B,—P}, nous avons une démonstration de :

Y(AV B),VU,...,5VU, Fre
D’apres le lemme 2.12, on a alors une démonstration de :
Y(AV P),Y(BV —P),VUy,...,VU, Fre
En contractant deux fois, on a la preuve cherchée.

e silaregle appliquée est Reduction. Nous supposons qu’elle s’applique
a U; —re . Nous possédons une dérivation plus courte de :

Uy, .., Uy, U — O avec U’ € cl(v))
et par hypothese de récurrence une démonstration sans coupures de :
YUY, ..., VU, VU’ Fre
En utilisant les regles d’affaiblissement, on peut obtenir :
VUi, ...,VU,, YU VU], ...,VU! Fre
avec cl(¢) ={U",Uq,....,U,}

D’apres le lemme 2.11, on a donc, puisque
{,Uh, ... U} = {U",U{,...,U  Un,...,U,} au sens des formes clausales :

Ur,....Up, Y Fre

toujours sans coupures. Nous rajoutons une regle de réécriture de U

en 1.

T
le, ceey gUn, 91/) I_’Rg
YU, ...,.YU,, YU Fre
qui reste dans le cadre du systeme R’ car Uy —ge ¢ (et non I'inverse).

Puis, nous utilisons la contraction gauche, et nous obtenons la preuve
cherchée, qui est sans coupures.

rewrite — 1

e Si la regle est conversion, alors on a une preuve de :
YU, ..., YU, VU’ Fre

avec U’ =¢ Uy. Donc on peut rajouter une regle de réécriture et avoir
une preuve sans coupures de :

gUl, ...,vUn,vU1 "725

On conclut en appliquant la régle de contraction. Car les exposants
des propositions restent les mémes (voir la remarque concernant la
régle conversion, page 17)
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e Si la régle est instantiation, alors on a une preuve de :
YU, ...,gUn,g{x — t}U Fre

Mais on peut avoir de nouvelles variables quantifiées par la cloture
V. On construit donc par récurrence sur cette démonstration une
démonstration de :

VUL, ..., VU, VU, Fre

Pour cela nous appliquons du lemme 2.13. On possede donc une
démonstration de :

VUl, ...,QUn,ngUl |—Rg

ou YU; dénote cette fois-ci la cléture par quantification, moins la quan-
tification sur la variable x. Nous appliquons le lemme de permutations
des quantificateurs universels 2.7, et nous obtenons une démonstration
sans coupures du séquent :

YUy, ...,YU,, VU Fre
Nous le contractons. <

Et enfin, pour pouvoir prouver le théoréeme, un dernier résultat est requis.

Proposition 2.15 5i
I=P,...,.m P, Fre A
sans coupures, alors on peut construire
I'bre Pr,y..., Py, A

sans coupures.

Preuve : par récurrence sur la taille de la démonstration.

e Si la premiere regle ne s’applique pas a =Py, ..., —P,, alors on a des
preuves sans coupures de :

T, =Py, .., P, Fre A/

et éventuellement
I =P,..., P, Fre A"

prémisses de cette régle. Par hypotheése de récurrence, on a donc
des preuves sans coupure de I" Fre Py, ..., P,, A’ et éventuellement
I Fre Py, ..., Py, A”. On peut encore appliquer la regle en question,
qui ne concerne que I et A.

e Si la premiere regle s’applique a =P c’est soit :
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— Une regle de réécriture, alors : =Py —gg =P, car on est dans le
systeme R’ et on ne peut réécrire que des atomes. Donc P, — e
P[. Puisque, par hypothése de récurrence, on a une preuve
sans coupures de I' b P{, P», ..., P,A, nous rajoutons ’étape de
réécriture, pour obtenir ce que nous cherchions.

— Une régle —-1. Nous la supprimons et gardons la preuve de
la prémisse, I',—Ps,...,mP, b P, A, a laquelle nous appliquons
I’hypothése de récurrence pour pouvoir conclure.

— Une regle de contraction gauche

I'-P,-P,—P,...mP,FA
r',—-P,..,—P, Fre A
Par hypothese de récurrence nous avons une preuve sans coupures
deI'+ P, P, Ps, ..., P,A. Nous y appliquons la regle de contrac-

tion - droite cette fois-ci - et nous obtenons une démonstration
du séquent cherché.

Les autres regles ne peuvent pas s’appliquer. <

Nous sommes enfin préts a démontrer le théoreme de correction, ce qui
est facile, grace aux deux lemmes 2.11, 2.14 et a la proposition 2.15.

Théoréme 2.16 (correction)
Sotent Py, ..., Py, Q1, ..., Qm des propositions. Si

(P, .y Ppy=Q1,y ey Q) — O

alors
Pl) )Pn l_'Rg Q17 7Qm

sans coupures.

Démonstration : Par le lemme 2.14 |, si nous avons cl( Py, ..., P, =Q1, ..., 7 Q) —
O, cela veut dire que :

Uy, ...,71, Fre sans coupures
ol {Ul, ceey Up} = Cl(Pl, ceey Pn, ﬂQl, ceny —\Qm)
Puisque Pi, ..., Py, =Q1, ..., 7 Qm —re {U1,...,Up} au sens du calcul des
formes clausales, on a, d’apres le lemme 2.11 :
P, ... Py, Q1,...,mQm Fre sans coupures

Nous la transformons en la. démontration sans coupures cherchée en util-
isant la proposition 2.15 sur la démonstration de P, ..., P, ~Q1, ..., 7 Qm Fre
. Donc on a une démonstration sans coupures de :

P17 (X3} Pn }_RS Ql: ooy Qm
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Chapter 3

Conclusion

Ce théoreme démontré, que pouvons nous en faire ? Tout d’abord, dans [1]
il est démontré que :

Théoreme 3.1 Soient P, ..., Py, Q1, ..., Qm des propositions. Si le séquent :
P, Pobre Q1. Qp
a une prewve sans coupures en déduction modulo, alors :
cA(Pry .., Pry—Q1, ooy Q) — O
dans EIR.

Nous pouvons en conclure que pour n’importe quel systéme de réécriture
RE, EIR équivaut aux preuves sans coupures du systeme. Autrement dit,
on a cl(T',~A) < O si et seulement si on a une démonstration sans coupures
de T’ |—Rg A.

Puisque ENAR est équivalent & EIR, on a cette équivalence entre ENAR
et les preuves sans coupures de la déduction modulo aussi.

Le résultat de correction de ENAR de Stuber [2] nous dit que pour
certains systemes de réécriture, si on a une démonstration de :

alors on a :

c(T, = Delta) — O[C]

avec C ensemble de contraintes résolvable.

Ainsi, puisque toute dérivation en ENAR correspond a une preuve sans
?
coupures en déduction modulo, on a une nouvelle preuve d’élimination des
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coupures pour tout un ensemble de systemes de regles de réécriture, pour

lesquelles on ne possédait précdemment pas forcément de preuve d’élimination
des coupures. C’est ce point qui sera travaillé dans la these que je com-

mencerai en Septembre 2002, ainsi que la démonstration de ’axiome de

Skolem 2.3.
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