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Elimination des coupures sémantique
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Elimination des coupures sémantique

TEA correction CTEA

Complétude
§0®correction des
tableaux
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Elimination des coupures sémantique

e A correction CTEA
Complétude
des
tableaux
Feef A Tab (TOIFT,
correction des tableaux FOIFA) =6
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Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture

» Le calcul des séquents intuitionniste
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Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture
» Le calcul des séquents intuitionniste
» réécriture sur des termes:

x+0 — x

xx0 — 0
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Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture
» Le calcul des séquents intuitionniste
» réécriture sur des termes:

x+0 — x

xx0 — 0
» réécriture sur des propositions:

xxy=0 — x=0Vy=0
P(0) — VxP(x)
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Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture
» Le calcul des séquents intuitionniste
» réécriture sur des termes:

x+0 — x

xx0 — 0
» réécriture sur des propositions:

xxy=0 — x=0Vy=0
P(0) — VxP(x)

» Puissance expressive: on peut transformer des axiomes en
regles de réécriture.
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Le calcul des séquents intuitionniste

— iom LPEQTIFEP .

PP T Q !

P PHQ

WCOMH r’J_l—QJ_-I

NNPFR I',QI—va r=p Vor N-Q v or
NPvQFR rEPvQ r'EPvQ

r=p F,QI—R:I NPFQ ,
MnP=QFR r-P=Q

M {c/x}PFQ re{t/x}P
FaxPFQ 3-I, ¢ fresh constant TF 3P 3-r
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Le calcul des séquents intuitionniste

— iom LPEQTEP .

rPEP r-Q .

P PHQ

WCOMH r’J_l—QJ_-I

NNPFR I',QI—va r=p Vor N-Q v or
NPvQFR rEPvQ r'EPvQ

r=p F,QI—R:I NPFQ ,
MnP=QFR r-P=Q

M {c/x}PFQ re{t/x}P
FaxPFQ 3-I, ¢ fresh constant TF 3P 3-r
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Le calcul des séquents intuitionniste modulo

On remplace:
r=A r=B

r'-AAB

V-g (LJ)

par:
MN-z A N B

Mg C

V-g (LJmod)C =r AAB
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Le calcul des séquents intuitionniste modulo

On remplace:
r-A =B

r'-AAB

V-g (LJ)

par:
rMxA T+rB
e

La contrainte C = A A B est un degré de liberté.

V-g (LImod)C =g AAB
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Calcul des séquents intuitionniste modulo

maxiom P=r Q F’PFFS#CU'C P=r Q
%contr—l P=r Q G QJ-‘l P=r L
%$_|P:QES %:—rPéQERS
WH-I* IxP =g R %34 IxP =r R

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Calcul des séquents intuitionniste modulo

maxiom P=r Q Wcut P=r Q
%contr—l P=r Q RPi'—QJ:I P=r L
%$_|P:>QES %:-rPéQERS
WH-I* IxP =x R %34 IxP =r R
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Sémantique: les structures de Kripke

Sémantiques intuitionnistes:
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Sémantique: les structures de Kripke

Sémantiques intuitionnistes:

> algebres de Heyting [Lipton,Okada]
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Sémantique: les structures de Kripke

Sémantiques intuitionnistes:
> algebres de Heyting [Lipton,Okada]

» structures de Kripke
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Sémantique: les structures de Kripke

Sémantiques intuitionnistes:

» structures de Kripke
Une structure de Kripke (KS) est un quadruplet (K, <, D, IF):
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Sémantique: les structures de Kripke

Sémantiques intuitionnistes:

» structures de Kripke
Une structure de Kripke (KS) est un quadruplet (K, <, D, IF):

» K |'ensemble des mondes, ordonné partiellement par <
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Sémantique: les structures de Kripke

Sémantiques intuitionnistes:

» structures de Kripke
Une structure de Kripke (KS) est un quadruplet (K, <, D, IF):
» K |'ensemble des mondes, ordonné partiellement par <

» D :a — Set une fonction monotone (interpréte les termes).
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Sémantique: les structures de Kripke

Sémantiques intuitionnistes:

» structures de Kripke
Une structure de Kripke (KS) est un quadruplet (K, <, D, IF):
» K |'ensemble des mondes, ordonné partiellement par <
» D :a — Set une fonction monotone (interpréte les termes).

» |- est une relation entre les mondes et les propositions, qui
vérifie entre autres:

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Sémantique: les structures de Kripke

» A atomique: si a < J et al- A, alors 3 IF A.
» alF P = Q ssi pour tout 3> a si GIF P alors 8 1F Q.
» « I =P ssi pour tout 3 > «, B P.

> alF PV Qssiallk Poual Q.
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Sémantique: les structures de Kripke

» A atomique: si a < J et al- A, alors S IF A.
» alF P = Q ssi pour tout 3>« si §IF P alors 3 1F Q.
» « I =P ssi pour tout 3 > «, B ¥ P.

» alFPVQssialk Poual Q.
Ce n'est pas une définition faite pour la constructivité: on incruste

dans les mondes des valeurs de vérité vrai/faux. Il faut étre plus
modeste.
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Sémantique: les structures de Kripke

» A atomique: si a < J et al- A, alors 3 IF A.
» alF P = Q ssi pour tout 3> a si GIF P alors 8 1F Q.

» « I =P ssi pour tout 3 > «, B IF P implique 8 IF L.
» alF PV @ssialk Poual Q.

» «lF L implique B IF P pour toute proposition P, tout monde
B (Structure “impropre”).
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structures de Kripke en Déduction Modulo

» Contrainte supplémentaire:

P=r Q implique alFP<salkQ@
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La méthode des tableaux

» algorithme de recherche exhaustive de tous les modeles
possibles (chaque branche du tableau en représente un).

» recherche de contre-modele (non impropre).
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La méthode des tableaux

» algorithme de recherche exhaustive de tous les modeles
possibles (chaque branche du tableau en représente un).

» recherche de contre-modele (non impropre).

» quelques régles (conditions sur q):

Fpl- AV B
|
TplFAV B FplFA
T~ |
TplkA TpikB Fpl- B
Fp-A=B
|
Tpl- A= B Tql- A
— T~ |
TqiF B Fql- A Fql- B
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Tableau: exemple 1

Mondes = séquences d’entiers
TOI-FAVB,FOIFC=A
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Tableau: exemple 1

Mondes = séquences d’entiers
TOIFAVB,FOIFC= A
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Tableau: exemple 1

Mondes = séquences d’entiers
TOIFAVB,FOIFC=A

|
T1IFC

F1IFA
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Tableau: exemple 1

Mondes = séquences d’entiers
TOIFAVB,FOIFC=A

|
T1IFC

F1IFA
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Tableau: exemple 1

Mondes = séquences d'entiers
TOIFAVB,FOIFC= A

|
T1IF C
F1I-A

TOIFA TOIFB
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Tableau: exemple 1

Mondes = séquences d’entiers
TOIFAVB,FOIFC= A

|
T1IFC
F1IFA
TOIFA TOIFB

T1IF L
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Tableau: exemple 2

FslF(A=B)=A=1B
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Tableau: exemple 2

FalF(A=B)=A=B
|
T1IF (A= B)

|
FilFA= B

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Tableau: exemple 2

FalF(A=B)=A=1B
|
T1||—(A:>B)

|
FilFA= B

/\
FilFA Til-B
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Tableau: exemple 2

FalF(A=B)=A=1B
|
T1IF (A= B)

|
FilFA= B

FIFA T B

|
Ti - (A= B)
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Tableau: exemple 2

FalF(A=B)=A=1B
|

T1 - (A= B)
HWAéB
FilF A Tl B
Ti - (A= B)
Tnlw A
Fi1 lw B
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Tableau: exemple 2

FalF(A=B)=A=B
|

Ti - (A= B)
F I ,l\ =B
Ty Ik (/l\ = B)
T11||F A
Fi1 llk B

FilFA Ti1lEB
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Tableau: exemple 2

FzlF(A=B)=A=B
|

T - (A= B)
HWA:B
FilF A T, B
Ty I (/l\ = B)
Tnlw A
Fiy lw B

/\
FulFA Tyl B

| |
TulF L Tl L
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Tableau: exemple 2

FzlF(A=B)=A=B
|

T - (A= B)
HWA:B
FilF A T, - B
nw&:s)
mhA
FiilF B

/\
FulFA Tl B

| |
TulFL TulkLl L
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Tableaux intuitionnistes modulo

On rajoute en plus les regles:
T, IFP Fol-P
‘ ‘ dés lors que P = Q.
Tp IFQ FolFQ
Méthode de recherche systématique et complete de preuve:

» on énumere chacune des assertions sur |'arbre et on les traite
équitablement.
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Tableaux intuitionnistes modulo

On rajoute en plus les regles:
T, IFP Fol-P

‘ ‘ dés lors que P = Q.
Tp IFQ FolFQ
Méthode de recherche systématique et complete de preuve:

» on énumere chacune des assertions sur |'arbre et on les traite
équitablement.

» un nombre infini de fois les assertions T, I VxP(x).
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Tableaux intuitionnistes modulo

On rajoute en plus les regles:
T, IFP Fol-P

‘ ‘ dés lors que P = Q.
Tp IFQ FolFQ
Méthode de recherche systématique et complete de preuve:

» on énumere chacune des assertions sur |'arbre et on les traite
équitablement.

» un nombre infini de fois les assertions T, I VxP(x).

» on doit aussi assurer une gestion des mondes.
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Tableaux intuitionnistes modulo

On rajoute en plus les regles:
T, IFP Fol-P
‘ ‘ dés lors que P = Q.
Tp IFQ FolFQ
Méthode de recherche systématique et complete de preuve:

» on énumere chacune des assertions sur |'arbre et on les traite
équitablement.

» un nombre infini de fois les assertions T, I VxP(x).
» on doit aussi assurer une gestion des mondes.

DM on travaille uniquement avec des formes normales (attention
aux instanciations).
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Complétude des tableaux

» une branche décrit-elle un modeéle ?
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Complétude des tableaux

» une branche décrit-elle un modeéle ?

» (non constructif): une branche infine décrit-elle un modeéle
“propre” 7
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Complétude des tableaux

» une branche décrit-elle un modele 7

» (non constructif): une branche infine décrit-elle un modeéle
“propre” 7

» définir un modele a partir d’'une branche: celle-ci vérifie
certaines propriétés d'exhaustivité.
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Complétude des tableaux

» une branche décrit-elle un modele 7

» (non constructif): une branche infine décrit-elle un modeéle
“propre” 7

» définir un modele a partir d’'une branche: celle-ci vérifie
certaines propriétés d'exhaustivité.

» prouver que le modele est en accord avec la branche:

TplF P implique plFP
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Complétude des tableaux

» une branche décrit-elle un modele 7

» (non constructif): une branche infine décrit-elle un modeéle
“propre” 7

» définir un modele a partir d’'une branche: celle-ci vérifie
certaines propriétés d'exhaustivité.

» prouver que le modele est en accord avec la branche:
TplF P implique plFP

» Puisque [ £ P et chaque branche décrit un modele tel que
Ty IFT et Fy IF P: le modele décrit est impropre: les branches
sont finies.

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Complétude des tableaux

» une branche décrit-elle un modele 7

» (non constructif): une branche infine décrit-elle un modeéle
“propre” 7

» définir un modele a partir d’'une branche: celle-ci vérifie
certaines propriétés d'exhaustivité.

» prouver que le modele est en accord avec la branche:
TplF P implique plFP

» Puisque [ £ P et chaque branche décrit un modele tel que
Ty IFT et Fy IF P: le modele décrit est impropre: les branches
sont finies.

» en Déduction Modulo: prouver que le modele est un modele
des regles de réécriture.
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Conditions sur les regles de réécriture

Sous I'hypothése de confluence et pour:

» Une condition d'ordre: > est bien-fondé, possede la propriété
de la sous-formule, et si P —* Q alors P > Q.

la méthode de tableaux est compléte.

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Conditions sur les regles de réécriture

Sous I'hypothése de confluence et pour:

» Une condition d'ordre: > est bien-fondé, possede la propriété
de la sous-formule, et si P —* Q alors P > Q.

» Une condition de positivité: si A — P alors P a des
occurrences d'atomes uniquement positives.

la méthode de tableaux est compléte.
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Conditions sur les regles de réécriture

Sous I'hypothése de confluence et pour:

» Une condition d'ordre: > est bien-fondé, possede la propriété
de la sous-formule, et si P —* Q alors P > Q.

» Une condition de positivité: si A — P alors P a des
occurrences d'atomes uniquement positives.

» Une condition de positivité étendue: on peut classer les
atomes en deux classes, les “positifs” et les “négatifs”.

la méthode de tableaux est compléte.
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Conditions sur les regles de réécriture

Sous I'hypothése de confluence et pour:

» Une condition d'ordre: > est bien-fondé, possede la propriété
de la sous-formule, et si P —* Q alors P > Q.

» Une condition de positivité: si A — P alors P a des
occurrences d'atomes uniquement positives.

» Une condition de positivité étendue: on peut classer les
atomes en deux classes, les “positifs” et les “négatifs”.

» Les deux conditions ensemble: R UR . A condition que ces
deux derniers soient compatibles.

la méthode de tableaux est compléte.
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Conditions sur les regles de réécriture

Sous I'hypothése de confluence et pour:

» Une condition d'ordre: > est bien-fondé, possede la propriété
de la sous-formule, et si P —* Q alors P > Q.

» Une condition de positivité: si A — P alors P a des
occurrences d'atomes uniquement positives.

» Une condition de positivité étendue: on peut classer les
atomes en deux classes, les “positifs” et les “négatifs”.

» Les deux conditions ensemble: R UR . A condition que ces
deux derniers soient compatibles.

> La regle:
ReR—-rVy (Wx(yex=Rex)=(ye R= (A= A)))

la méthode de tableaux est compléte.
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Correction des tableaux

On prouve le théoréme suivant:

Théoreme
Si le tableau de TOI-T, FQ I P a toutes ses branches fermées,
alors on peut en tirer une preuve de I I—% P.

» cela pose une difficulté: dans un tableau, on peut avoir
plusieurs formules “fausses”:

FOIFPVQ
|
FmFP
FOI-Q

On doit autoriser plusieurs formules a droite d'un séquent.
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Correction des tableaux

On prouve le théoréme suivant:

Théoreme
Si le tableau de TOI-T, FQ I P a toutes ses branches fermées,
alors on peut en tirer une preuve de I I—% P.

» cela pose une difficulté: dans un tableau, on peut avoir
plusieurs formules “fausses”:

FOIFPVQ
|
F@%P
FOI-Q

On doit autoriser plusieurs formules a droite d'un séquent.

» on doit pouvoir dériver la regle suivante:
r-fAvB Trd AvC

- AV (BAC)
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:

refAvB THE AV C
< Av (B AC)
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:

refAvB THE AV C
< Av (B AC)

» facile avec la coupure:

[AVB,AVCHRAV(BAC) T,AVB-mAVC
F,AVBF AV(BAC) r-r AVB

[Fr AV (BAC)

coupure
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:

refAvB THE AV C
< Av (B AC)

» facile avec la coupure:

[AVB,AVCHRAV(BAC) T,AVB-mAVC
F,AVBF AV(BAC) r-r AVB

[Fr AV (BAC)

coupure
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:

refAvB THE AV C
< Av (B AC)

» facile avec la coupure:

[AVB,AVCHRAV(BAC) T,AVB-mAVC
F,AVBF AV(BAC) r-r AVB

[Fr AV (BAC)

coupure

» Sans coupure, montrer le lemme:

MELAVB LS AVC
alors  T,M S AV (BACQ)
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Elimination des coupures

On a fait le tour:

» Correction du calcul des séquents (induction simple):
e P = TEP
» Complétude des tableaux intuitionnistes:
FEP = Tyl FlkP— L
» Correction (forte) des tableaux intuitionnistes:
oI RlFP—1 = THELP

On obtient:
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Elimination des coupures

On a fait le tour:

» Correction du calcul des séquents (induction simple):
e P = TEP
» Complétude des tableaux intuitionnistes:
FEP = Tyl FlkP— L
» Correction (forte) des tableaux intuitionnistes:
oI RlFP—1 = THELP

On obtient:

» correction/complétudes des tableaux modulo.
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Elimination des coupures

On a fait le tour:

» Correction du calcul des séquents (induction simple):
e P = TEP
» Complétude des tableaux intuitionnistes:
FEP = Tyl FlkP— L
» Correction (forte) des tableaux intuitionnistes:
oI RlFP—1 = THELP

On obtient:
» correction/complétudes des tableaux modulo.

» preuve constructive sémantique d'élimination des coupures.
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Contenu calculatoire: comparaison

Revenons sur la regle:

ReR—rVy (Vx(yex=Rex)=(ye R= (A= A)))

» ce ne peut pas étre un algorithme de normalisation.
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Contenu calculatoire: comparaison

Revenons sur la regle:

ReR—rVy (Vx(yex=Rex)=(ye R= (A= A)))

» ce ne peut pas étre un algorithme de normalisation.

» c'est grosso-modo la méthode des tableaux décrite.
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