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My dear Dr� Seidl�

�� � � �

The way in which I was inspired to do this is deeply signi�cant and
characteristic of the nature of artistic creation�

I had long contemplated bringing in the choir in the last movement� and
only the fear that it would be taken as a formal imitation of Beethoven made
me hesitate again and again� Then B�ulow died� and I went to the memorial
service� The mood in which I sat and pondered on the departed was utterly in
the spirit of what I was working on the time� Then the choir� up in the
organ�loft� intoned Klopstock�s Resurrection chorale� It �ashed on me like
lightning� and everywhere became plain and clear in my mind� It was the �ash
that all creative artists wait for�conceiving by the holy Ghost�

What I then experienced had now to be expressed in sound� And yet�if I
had not already born the work within me�how could I have had that
experience� There were thousands of others sitting there in the church at the
time� It is always the same with me� Only when I experience something do I
compose� and only when composing do I experience� I know you will
understand this without my enlarging on it� After all� a musician�s nature can
hardly be expressed in words� It would be easier to say what is di�erent about
him than about others� But what this di�erence is he himself would perhaps
be least able to say� So it is the same too with his aims� He moves towards
them like a sleepwalker�he does not know what road he is taking �perhaps
past yawning abysses�� but he heads towards the distant light� whether it be
the ever�radian star or a seductive will�o��the�wisp� ���

In sincere friendship�
Gustav Mahler�





R�ESUM�E �

R�esum�e

La programmation e�cace des multi�processeurs suppose l�existence de m�ethodes de d�e�
tection du parall�elisme et surtout de mise en valeur du parall�elisme utile� En e�et� la
gestion maximale du parall�elisme peut s�av�erer m�ediocre� par exemple si le ratio du temps
d�ex�ecution d�un processus distant sur le temps de communication et faible� Les m�ethodes
d��equilibrage de charge utilis�ee jusqu��a pr�esent sont empiriques� qu�elles soient utilis�ees �a la
compilation ou� comme c�est le plus fr�equent� �a l�ex�ecution� Un besoin se fait donc sentir
pour des m�ethode d�analyse de complexit�e des programmes�

L�analyse automatique de complexit�e est th�eoriquement limit�ee� En e�et� l�arr�et d�un
programme n��etant pas pr�edictible en g�en�eral� le temps n�ecessaire au calcul l�est encore
moins� Tout syst�eme automatique d�analyse est donc par d�e�nition incomplet� Ensuite� se
posent les probl�emes li�es �a l�expression des complexit�es� Quelle �echelle de temps choisir�
Sur quelle mesure des param�etres du programme doit on l�exprimer� Tous les syst�emes
pr�ec�edents aspiraient �a fournir des r�esultats pr�ecis en limitant le pouvoir d�expression du
langage analys�e� M�eme si l�int�er�et th�eorique est indiscutable� ce type d�approche est peu
appropri�e �a la gestion du parall�elisme� car inadapt�e aux langages r�ealistes�

Nous pr�esentons des syst�emes d�analyse automatique et statique bas�e sur le cadre formel
du syst�eme d�e�ets� Introduit pour le langage FX� celui�ci permet d�associer aux expressions
du langage des propri�et�es autres que les classiques types� Le langage FX �etant con�cu pour la
parall�elisation� les informations ajout�ees concernent les r�egions m�emoire dans lesquelles sont
allou�es les objets et les e�ets de bord �eventuels lors de l�ex�ecution des programmes� Pour
notre �etude� les informations concernent la complexit�e en temps des programmes� Il est utile
d�ajouter que le langage FX est g�en�eral car fusionne les paradigmes de la programmation
applicative �fonctions d�ordre sup�erieur� et imp�erative�

Le parti pris pour la conception des syst�emes pr�esent�es dans cette th�ese est orthogo�
nal aux pr�ec�edents syst�emes sur deux points � le langage analys�e est un langage complet
�applicatif et imp�eratif� et les syst�emes d�analyse sont prouv�es coh�erents avec le sch�ema
d��evaluation du langage� Les informations de temps reconstruites sont simples et donc
ais�ement manipulables par une module automatique d��equilibrage de charge� En�n� preuve
est faite de la �exibilit�e et de la puissance du syst�eme d�e�et�

Mots cl�es � Analyse automatique de complexit�e� Induction de point �xe maximal� Langage
applicatif et imp�eratif� Polymorphisme� Syst�eme d�e�et� Typage implicite et explicite�



� ABSTRACT

Abstract

In parallel computing� automatic systems are required to identify useful parallelism� that is�
the degree of task granularity that can be exploited e�ciently in a given program�

Due to the halting problem� automatic complexity analysis is not decidable� Further�
more� in order to express time complexity� a time scale and a data measure are needed� All
previous systems solve these problems by restricting the expressiveness of the language� As
a result� those systems are not adapted to the automatic detection of useful parallelism�

We present three systems that use the notion of e�ect systems� Introduced for the FX
language� this framework is general and �exible� It allows additional information to be
associated with program expressions �e�g� side e�ects in FX and time in our thesis��

Our systems are conceptually new the programming language is powerful and our sys�
tems are proved correct� The time information computed is adequate to support automatic
detection of useful parallelism without programmer intervention�

Keywords� Automatic complexity analysis� Maximal �xpoint induction� Functional and
imperative languages� Polymorphism� E�ect system� Implicit and explicit typing�
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Introduction

L�utilisation optimum des machines multi�processeurs suppose d��etre �a m�eme de reconna�&tre
le parall�elisme potentiel des programmes �extraction du parall�elisme� puis� parmi ce dernier
d�isoler le sous�ensemble utile �a une ex�ecution rapide sur une architecture donn�ee �gestion
du parall�elisme utile�� E�ectuer ces deux �etapes �a la main n�est pas acceptable en g�en�eral
car requiert des programmeur une bonne connaissance de l�architecture cible et� de plus�
produit des programmes peu portables d�une architecture vers une autre� La parall�elisation
automatique est un domaine �a peu pr�es ma�&tris�e mais r�eduit le plus souvent �a la d�etection
et �a la gestion du parall�elisme maximal� Pourtant l�ex�ecution distante d�un processus tr�es
court appara�&t plus p�enalisante qu�e�cace si les temps de communications sont longs� Les
m�ethodes d��equilibrage de charge utilis�ees jusqu��a pr�esent sont lw plus souvent empiriques�
Il peut s�agir de pro�ling �On observe chaque ex�ecution du programme pour obtenir un
comportement moyen� ou d�une gestion �a la main �le programmeur indique comment r�epartir
les processus et les donn�ees sur les processeur et dans le temps�� Elles sont aussi assez
souvent mises en place au moment de l�ex�ecution o�u un gestionnaire de t�aches essaye de
maintenir la machine dans un �etat proche d�un �etat id�eal� Sur les machines �a grain �n de
parall�elisme� vectoriser consiste �a appliquer simultan�ement la m�eme proc�edure de calcul �a
tous les �el�ements d�un vecteur� Un processeur est allou�e par �el�ement de vecteur� Cette
proc�edure doit donc avoir un comportement temporel �a peu pr�es constant a�n d��eviter que
la majorit�e des processeurs n�attendent pour un petit nombre n�ayant pas termin�e�

En fait� les informations n�ecessaires pour �eliminer le parall�elisme inutile sont principale�
ment li�ees aux temps d�ex�ecution des processus �complexit�e en temps� et aux tailles des
donn�ees manipul�ees par ces processus �complexit�e en espace�� Bien entendu� le calcul de
ces informations doit �etre automatique� g�en�eral et �etre� si possible� e�ectu�e �a la compila�
tion� Dans cette th�ese� Nous pr�esentons des m�ethodes d�analyse des programmes n�ayant
trait qu�a la complexit�e en temps� Cependant quelques id�ees ou principes peuvent �etre
adapt�ees �a l�analyse de complexit�e en espace� Ces m�ethodes sont bien s�ur totalement au�
tomatiques car destin�ees �a �etre int�egr�ees dans un parall�eliseur� ou plus g�en�eralement dans
une compilateur�

D�ecoulant d�un infortun�e r�esultat th�eorique �T���� l�analyse automatique de complexit�e
est th�eoriquement limit�ee� En e�et� l�arr�et d�un programme n��etant pas pr�edictible en
g�en�eral� le temps exact n�ecessaire au calcul l�est encore moins� Tout syst�eme automa�
tique d�analyse de complexit�e est donc par d�e�nition incomplet il ne r�epondra que par�
tiellement ou n�analysera qu�une classe r�eduite de programmes� Les syst�emes d�analyse
automatique sont g�en�eralement constitu�es de deux phases� La phase dynamique� construit
un jeu d��equations mutuellement r�ecursives exprimant les d�ependances entre les co�uts des
di��erentes proc�edures du programme� La phase statique tente de r�esoudre le jeu d��equations
obtenu par diverses m�ethodes allant de la di��erentiation de fonctions g�en�eratrices �a l�ap�

�Phase dynamique et phase statique constituent des terminologies standard en analyse automatique de
complexit�e des programmes�

�




% INTRODUCTION

pariement de formes avec une base de motifs� Les co�uts sont exprim�es par rapport �a une
caract�eristique signi�cative des param�etres du programme� la mesure� Il peut s�agir de la
taille �nombre d��el�ements d�une liste� ou d�une valeur �variable borne de boucle�� Une fois
la mesure �x�ee� les co�uts peuvent �etre fournis sous di��erentes formes �polyn�omes� fonc�
tions� ����� avec une pr�ecision variable et correspondre �a di��erents cas� Les co�uts de pire
�de meilleur� cas s�obtiennent ais�ement en maximisant �minimisant� le chemin parcouru par
l�algorithme� Par contre� le co�ut moyen requiert une expression symbolique sur la distribu�
tion des objets param�etres� M�eme si cette distribution est connue au d�epart� l�ex�ecution
d�une proc�edure quelconque peut la modi�er de fa�con non pr�evisible� L�analyse automatique
de co�ut moyen est donc r�eserv�ee �a une classe de programmes sans e�ets de bords et avec
peu de composition de fonctions�

Tous les syst�emes propos�es jusqu�a pr�esent aspirent �a fournir des r�esultats pr�ecis en
limitant le pouvoir d�expression du langage analys�e� M�eme si l�int�er�et th�eorique est indis�
cutable� ce type d�approche est peu appropri�e �a la gestion du parall�elisme� car inadapt�e �a
l�analyse d�un langage r�ealiste �o�rant la programmation par e�ets de bord�� De plus� les
r�esultats pr�ecis sont parfois di�ciles �a interpr�eter pour un module d��equilibrage de charge�
Nos m�ethodes d�analyse ont �et�e con�cues en partant de ces constatations� Nous voulions que
le langage support de l�analyse soit r�ealiste� c��a�d� qu�il soit assez puissant pour pouvoir �etre
pris comme noyau de langage de programmation� Nous voulions aussi que les informations
de complexit�e soient obtenues de fa�con totalement automatique et soient assez simple pour
pouvoir �etre utilis�ees par un gestionnaire automatique de charge�

Nous utilisons la technique du typage non standard qui permet d�associer aux expressions
du langage des propri�et�es autres que les classiques types� Plus pr�ecis�ement� nous reprenons
le cadre formel du syst�eme d�e�ets con�cu pour le langage FX� Ce dernier permet au pro�
grammeur d�exprimer un certain degr�e de parall�elisme sans ce soucier de consid�erations
pragmatiques comme l�architecture de la machine� Le syst�eme d�e�et inclut� en plus des
types� des informations concernant les r�egions m�emoire dans lesquelles sont allou�es les objets
et d�ecrivant les e�ets de bord �eventuels lors de l�ex�ecution des programmes� Le program�
meur devra donc placer ses structures de donn�ees dans des r�egions m�emoires abstraites et
dire quel sont les e�ets des proc�edures sur ces r�egions� Le langage FX est explicitement typ�e
et ne dispose pas de constructions parall�eles explicites �du moins dans la version FX���� Les
informations fournies par le programmeur lui permettent donc d�in�uencer indirectement le
processus de parall�elisation en interdisant l�ex�ecution parall�ele de proc�edures partageant des
objets en �ecriture� Malgr�e son c�ot�e fortement typ�e� FX est un langage �exible car fusion�
nant les avantages des mondes applicatif et imp�eratif� De plus� le polymorphisme g�en�erique
pr�esent permet aux programmes de s�abstraire sur les types� les r�egions� et les e�ets non
signi�catifs des programmes�

Dans notre approche� les informations collect�ees par le syst�eme d�e�et concernent bien
s�ur les temps d�ex�ecution des proc�edures des programmes� A ce titre� il pourrait s�appeler
syst�eme de temps mais les principes formels du syst�eme d�e�ets ne sont pas restreint �a
l�analyse des e�ets de bord� Nous pr�esentons deux syst�emes� Le premier reconstruit les
informations de type et de temps sur les programmes� le langage est donc implicitement
typ�e et lib�ere le programmeur de la t�ache de les fournir� Le second syst�eme est un v�eri�cateur
pour un langage explicite� Le langage est plus g�en�eral �a la fois pour le polymorphisme et pour
la r�ecursion� Nous pr�esentons aussi une extension ou les types simples sont facultatifs� Il
faut en�n noter que l�utilisation du cadre du syst�eme d�e�et permet de prouver la consistance
des temps avec un mod�ele d��evaluation et de prouver la correction des algorithmes�
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Structure de la th�ese

� Chapitre 
� nous pr�esentons les concepts th�eoriques li�es �a l�analyse de complexit�e des
algorithmes� Ensuite nous passons en revue les di��erents analyseurs automatiques
existants�

� Le chapitre 	 est d�edi�e au typage des langages applicatifs� Nous commen�cons par
pr�esenter les mod�eles th�eoriques de ��calcul avec leurs propri�et�es de normalisation�
Ensuite� nous pr�esentons les techniques de preuve employ�ees pour les syst�eme de
typage avant de terminer sur la pr�esentation des langages FX et Standard ML�

� Le chapitre � pr�esente un syst�eme de reconstruction des types et des temps pour un lan�
gage implicitement typ�e� Le syst�eme est prouv�e coh�erent avec un sch�ema d��evaluation
standard avec appel par valeur� L�algorithme le mettant en 'uvre est prouv�e correct
par rapport �a la sp�eci�cation du syst�eme� En plus du type et du temps� l�algorithme
fournit un jeu de contraintes constitu�e d�in�egalit�es sur les temps� Un algorithme de
r�esolution est propos�e et sa terminaison est prouv�ee�

� Le chapitre � pr�esente un syst�eme de v�eri�cation pour un langage explicitement typ�e�
Le syst�eme est prouv�e coh�erent avec un sch�ema d��evaluation par appel par valeur�
L�algorithme le mettant en 'uvre est prouv�e correct par rapport �a la sp�eci�cation du
syst�eme� La puissance d�expression du langage est montr�ee �a travers la pr�esentation de
l�op�erateur de point �xe non codable avec le langage pr�ec�edent� En�n� nous pr�esentons
une extension o�u l�obligation d��ecriture des types simple est rel�ach�ee�

� En�n� nous concluons�
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Chapitre �

Etudes de complexit�e

Bien qu�utile pour les syst�emes de r�epartition de charge� l�analyse automatique et statique
de complexit�e est un domaine de recherche peu d�evelopp�e� Ceci est d�u aux limitations
th�eoriques et �a la diversit�e des m�ethodes combinatoires n�ecessaires� Quelques syst�emes
partiels ont n�eanmoins �et�e propos�es� Nous pr�esentons quelques�uns de ceux�ci apr�es avoir
discut�e des probl�emes th�eoriques�

� Terminaison et complexit�e

Cette section est d�edi�ee �a la pr�esentation des probl�emes et limitations th�eoriques de l�analyse
automatique de complexit�e et �a la d�e�nition de quelques concepts de base�

��� Incompl�etude de l�analyse de complexit�e

Le concept de calcul est formalis�e th�eoriquement par le mod�ele de la machine de Turing
�TM�� Le pouvoir d�expression de la TM est cens�e englober toutes les fonctions r�ecursivement
�enum�erables� C�est l�hypoth�ese de Church qui n�est pas prouvable formellement �HU
���
Elle ne pourrait �etre in�rm�ee que si l�on trouvait un mod�ele th�eorique de calcul ayant un
pouvoir d�expression sup�erieur �a celui de la TM� Par contre� il est assez ais�e de montrer �par
simulations crois�ees� l��equivalence �en pouvoir d�expression� de la TM avec le ��calcul et le
mod�ele de la RAM �Random Acces Machine�� Le ��calcul est admis comme �etant le mod�ele
formel des langages applicatifs� tandis que la RAM l�est pour les ordinateurs s�equentiels�

L�ensemble des algorithmes pouvant s�ex�ecuter sur un ordinateur correspond donc aux
fonctions r�ecursives� Il inclut donc le probl�eme connu sous le nom de probl�eme de l�arr�et
de la machine de Turing �Dew���B�%�� Celui�ci stipule qu�il ne peut exister de TM capable
de d�eterminer si une TM quelconque s�arr�etera un jour apr�es avoir imprim�e un r�esultat
ou bouclera in�niment� Ce th�eor�eme se d�emontre en construisant une TM inconsistante
�qui s�arr�ete quand elle ne s�arr�ete pas et r�eciproquement�� En d�autres termes� il est
impossible de concevoir un algorithme d�ecidant de l�arr�et de toutes les ex�ecutions possibles
de tous les algorithmes� Il est donc impossible de construire un syst�eme prenant en entr�ee
un algorithme quelconque et calculant son temps d�ex�ecution� L�analyse automatique de
complexit�e d�algorithme est donc incompl�ete�

Il est �a noter cependant que� s�il n�existe pas de m�ethode g�en�erale� il existe une m�ethode
de calcul de complexit�e pour chaque algorithme� Les syst�emes automatiques d�analyse de
complexit�e ne pouvant utiliser une m�ethode g�en�erale� ceux�ci sont con�cus en fusionnant des
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m�ethodes diverses et vari�ees a�n de prendre en compte un ensemble le plus grand possible
d�algorithmes�

��� Concepts

Lors de la conception d�un syst�eme automatique d�analyse� deux choix sont �a e�ectuer� Ils
concernent le choix du type de co�ut recherch�e et le moyen de l�exprimer�

Choix des co�uts

Trois types de co�ut �en temps� des algorithmes sont utilisable� Le co�ut de pire cas correspond
au maximum de temps n�ecessaire �a l�algorithme pour s�ex�ecuter� Le co�ut de meilleur cas
correspond au temps minimum� Le co�ut moyen� correspondant �a la moyenne des temps pris
lors de toutes les ex�ecutions possibles� est beaucoup plus di�cile �a obtenir� Pour les deux
premiers� une analyse du programme maximisant �ou minimisant� le nombre d��etapes de
calcul n�ecessaires �a l�ex�ecution su�t� L�analyse de co�ut en moyenne n�ecessite un comptage
symbolique du nombre d��etapes lors de l�ex�ecution de l�algorithme suivi d�une pond�eration
li�ee �a un crit�ere de la donn�ee d�entr�ee� Pour cela� on calcule une expression symbolique
de co�ut� fonction d�un param�etre caract�eristique des valeurs des donn�ees d�entr�ee �nomm�e
mesure�� Ensuite� la moyenne pond�er�ee est calcul�ee �a l�aide de la distribution des donn�ees
sur cette mesure�

Expressions des r�esultats

La �nesse avec laquelle sont exprim�es les r�esultats est tr�es variable� On peut se contenter
d�une �echelle proche de la notation de Landau ou d�esirer une expression de co�ut pr�ecise
�avec les valeurs des constantes�� La plupart du temps� m�eme dans les syst�emes �a vocation
scienti�que �voir section 	�
�� on se satisfait d�un taux de croissance asymptotique� Pour les
syst�emes d��equilibrage de charge� des informations plus grossi�eres et tr�es simples seraient
d�ej�a les bienvenues �G����

� Syst�emes automatiques d	analyse de complexit�e

Nous pr�esentons ici un aper�cu des divers syst�emes d�analyse automatique� Celui�ci ne se
veut pas exhaustif� Notre but est surtout de mettre en lumi�ere les di��erents points de
vue pris par les chercheurs� Ceux�ci se caract�erisent par le type de r�esultat recherch�e �co�ut
moyen� de meilleur cas� de pire cas�� la m�ethode utilis�ee pour l�obtenir et le type de langages
pris en compte�

��� Pr�eliminaires

Un analyseur automatique est le plus souvent compos�e de deux phases distinctes� La
premi�ere est appel�ee phase dynamique car elle extrait du programme des informations con�
cernant l�ex�ecution� Elle construit un ensemble d��equations structurelles v�eri��ees par les
co�uts� Ces derniers sont exprim�es en fonction des primitives et des proc�edures d�e�nies
par l�utilisateur� Les proc�edures r�ecursives m�enent �a des �equations r�ecursives� La deuxi�eme
phase est appel�ee phase statique car elle tente de r�esoudre les �equations structurelles fournies
par la premi�ere phase� Cette partie est la plus complexe� Elle fait appel �a un ensem�
ble de techniques math�ematique diverses �li�ees g�en�eralement aux fonctions g�en�eratrices
�Kn
���� Mais comme cette phase ne peut �etre compl�ete� beaucoup ont adopt�e un module
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d�appariement de formes� Cette m�ethode consiste �a faire correspondre l��equation structurelle
�a r�esoudre avec un sch�ema contenu dans une base de connaissances et dont la fonction de
co�ut est connue�

��� L�analyseur Metric

C�est le plus ancien des syst�emes d�analyse automatique �W
!�� Il e�ectue une micro�analyse
de programmes LISP et fournit des informations compl�etes en temps et taille �meilleur cas�
pire cas� co�ut moyen et variance�� Il est constitu�e de trois phases � assignation des co�uts�
analyse de r�ecursion et r�esolution des �equations�

Assignation des co�uts

METRIC s�epare les fonctions en trois classes� Les primitives et les constantes ont des co�uts
�xes correspondant �a la mod�elisation d�esir�ee du syst�eme� Viennent ensuite les proc�edures
�xes ce sont les fonctions ne contenant pas d�appel r�ecursif et dont le co�ut est calcul�e par
induction structurelle� Voici l�exemple de l�article �W
!��

eq��X�Y�Z� � if NOT�X�Y� then FALSE

else if NOT�X�Z� then FALSE

else TRUE

On consid�ere la fonction eq� comme ayant trois branches de probabilit�es respectives
�
�a�� �
�a�a et a� o�u a est la probabilit�e que � retourne TRUE� Le temps moyen d�ex�ecution
est c� ( a�c� � c��� Les constantes c� et c� proviennent des temps des primitives �

c� ) 	�vref ( eq ( fncall ( not ( cref

c� ) ��vref ( 	�eq ( 	�fncall ( 	�not( cref

o�u vref est le temps d�acc�es �a une variable� eq le temps de tester l��egalit�e� fncall le temps
d�appliquer une fonction� not le temps de la fonction de n�egation et cref le temps d�acc�es
�a une constante�

Restent les fonctions r�ecursives ou proc�edures closes� L�analyse d�une fonction r�ecursive
f est faite par induction structurelle sur la d�e�nition de f mais s�arr�ete sur un appel r�ecursif
�a f� Prenons un nouvel exemple� Quelle est la taille du r�esultat de la fonction append�

append�X�Y� � if NULL�X� then Y

else CONS�CAR�X��append�CDR�X��Y��

Construisons l��equation structurelle v�eri��ee par la taille du r�esultat de la fonction append�
Pour cela� on utilise la fonction length� Il faut voir celle�ci comme marquant les appels �a
append�

length�append�X�Y�� � if NULL�X� then length�Y�
else ��length�append�CDR�X��Y��

Analyse de r�ecursion

Elle commence par une normalisation� Les �equations structurelles pr�ecit�ees sont mises sous
la forme d�une disjonction de cas �en remontant les tests�� Une partie de ces derniers font une
r�ef�erence r�ecursive� Ceux de l�autre partie n�en font pas� Ensuite� les �equations structurelles
sont transform�ees en une forme plus d�eclarative� Avec l�exemple de append� on obtient �
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A�X�Y � ) length�append�X�Y ��

A���� Y � ) length�Y �

A��a�s��� s�� ) 
 ( A�s�� s��

La liste vide est repr�esent�ee par �� et �h� t� symbolise une liste dont h est le premier
�el�ement et dont t est le reste de la liste� Pour �nir� les �equations sont projet�ees sur le
domaine des entiers de la fa�con suivante� Toute constante est substitu�ee par sa valeur�
Dans notre exemple� �� est substitu�e par % tandis qu�un atome l�est par 
� Aux variables
sont substitu�ees des variables math�ematiques formelles� Voici le r�esultat �

A�%� n�� ) n�

A�
 ( n�� n�� ) 
 ( A�n�� n��

R�esolution

La r�esolution de syst�emes comme le pr�ec�edant ne pr�esente pas de di�cult�es �A�n�� n�� )
n� ( n��� Wegbreit nomme ces syst�emes Equations de di��erences non quali��ees� Il existe
un deuxi�eme type de syst�eme � Equations de di��erences quali��ees� Prenons� par exemple�
la fonction member suivante�

member�Z�L� � if NULL�L� then FALSE

else if Z�CAR�L� then TRUE

else member�Z�CDR�L��

Le syst�eme d��equation associ�e� ci�dessous� s�interpr�ete comme suit� Le co�ut de member

sur une liste vide est constant� Le co�ut de member sur une liste dont le premier �el�ement est
celui recherch�e est constant� Le co�ut de member sur une liste dont le premier �el�ement n�est
pas celui recherch�e est l�addition d�une constante et du co�ut de la recherche dans la queue
de la liste�

F �%� ) c�

F �n ( 
� ) c� si X ) CAR�Y�

) c� ( F �n� si X �) CAR�Y�

Les minima et maxima sont obtenus directement �

Min�F �n�� ) min�c�� c� ( n� c��

Max�F �n�� ) c� � �n� 
� ( max�c�� c� ( c��

Par contre� l�obtention du co�ut moyen et de la variance est plus di�cile� METRIC
utilise� pour ce faire� la di��erentiation de fonctions g�en�eratrices �PB�!� �m�ethode pr�esent�ee
en section 	��� ou un module d�appariement de formes�

L�analyseur METRIC tente de fournir des r�esultats complets� Par contre� il ne traite pas
les fonctions non mutuellement r�ecursives ou contenant des e�ets de bord� La phase de
r�esolution� qui ne peut �etre compl�ete� est la plus complexe de l�analyseur� Wegbreit pensait
qu�il pourrait� �a long terme� y int�egrer diverses techniques math�ematiques� ceci au sein d�un
syst�eme expert�
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��� L�analyseur ACE

L�analyseur ACE �L���L�
�� pour Automatic Complexity Evaluator� e�ectue une macro�
analyse de programmes FP �B
��� Les deux phases de l�analyse� statique et dynamique�
sont constitu�ees respectivement d�un syst�eme de r�e�ecriture et d�un module d�appariement
de formes� Le r�esultat de pire cas est exprim�e dans le langage source�

Le langage FP est un langage applicatif� L�unique structure de donn�ees est la liste �a
laquelle on applique successivement des fonctions pures� Le langage FP est donc d�epourvu
d�e�et de bord� On d�e�nit� par exemple� la fonction calculant la factorielle par la d�e�nition
suivante �reprise de l�article �L���� �

fact ) eq	 � � j � � �id� fact � sub��

Les fonctions eq	� �� id et sub� sont les fonctions unaires qui calculent respectivement
le test d��egalit�e �a 	� la constance �a �� l�identit�e et la d�ecr�ementation de �� L�expression
E� � E� j E� sp�eci�e un test sur l�expression E� avec branchement sur E� si vrai ou sur
E� si faux� L�expression �E�� ���� En� est le constructeur de listes� En�n� les op�erateurs � et
� sont� respectivement� la composition des fonctions et la multiplication�

La phase dynamique est un syst�eme de transformation de programme dirig�e par la
syntaxe� Il fournit une �equation structurelle v�eri��ee par la fonction Cf �fonction de co�ut
de f�� Suivent les r�egles n�ecessaires �a la d�erivation de fact en Cfact� prim est une m�eta�
variable symbolisant les fonction primitive de FP et f est la fonction en cours de d�erivation�
La r�eduction d�une liste �E�� ���� En� par une fonction g est not�ee ��g��E�� ���� En��

T �E� � E� j E�� ) E� � � � �T �E��� T �E��� j � � �T �E��� T �E���

T �E� � E�� ) � � �T �E�� � E�� T �E���

T ��E�� ���� En�� ) �����T �E��� ���� T �En��

T �prim� ) %

T �f� ) plus� � Cf

L��equation structurelle d�eriv�ee de la fonction fact est la suivante �

Cfact ) eq	 � � � �%� %� j

� � �%� � � �%� � � �%� � � �plus� � Cfact � sub�� %����

La phase statique tente de r�esoudre l��equation obtenue� La suppression de la r�ecursion est
le probl�eme principal� Le syst�eme commence par simpli�er l��equation structurelle obtenue
par une m�ethode analogue �a celle de la phase dynamique mais avec un jeu de r�egles di��erent�
On obtient� ainsi� une forme normale de l��equation�

Cfact ) eq% � % j plus
 � Cfact � sub


La derni�ere �etape consiste �a appliquer le principe d�induction r�ecursive �M���� Celui�
ci stipule que deux fonctions v�eri�ant la m�eme �equation r�ecursive sont �equivalentes sur le
domaine de la fonction d�e�nie par cette �equation� Pour cette op�eration� on e�ectue un
appariement de formes avec une base de connaissances contenant des �equations standards
dont le co�ut est connu� Dans notre exemple� notre �equation s�apparie avec celle v�eri��ee par
l�identit�e� On en d�eduit que la complexit�e de la fonction factorielle est lin�eaire par rapport
�a la valeur de son argument�
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Le syst�eme ACE pr�esente trois avantages majeurs�

� Sa base de connaissances est extensible et peut ainsi grossir de fa�con �a prendre en
compte de plus en plus de programmes�

� Toute l�analyse a lieu dans le cadre formel du langage FP� Ce dernier o�re une syntaxe
concise et une s�emantique claire favorisant la validation des transformations�

� En�n� il donne les r�esultats en fonction de la mesure relevant de l�argument�

Par contre� il sou�re de plusieurs inconv�enients�

� Les e�ets de bord et les structures de donn�ees complexes �graphe avec cycles� ���� ne
sont pas pris en compte�

� Il n�assure pas la consistance des r�egles de la base�

� Il fournit un r�esultat parfois di�cile �a interpr�eter car exprim�e en FP�

��� L�analyseur dynamique de Sands

Le dialecte du langage FP� analys�e par le syst�eme ACE� n�est pas un langage applicatif
d�ordre sup�erieur� En e�et� il n�autorise pas de passer les fonctions en param�etre d�appel�
de les rendre en r�esultat ni de les m�emoriser dans les structures de donn�ees� Sands �S���
propose une extension de la phase dynamique pour prendre en compte de tels dialectes�
L�int�er�et de sa d�emarche est qu�il prouve la consistance des transformations pr�esent�ees par
rapport �a une s�emantique dynamique classique� Par contre� il n�o�re pas de solution pour
exploiter les �equations structurelles et r�ecursives que son syst�eme construit�

��	 L�analyseur automatique de Rosendahl

Rosendahl� dans �R���R���� propose un syst�eme d�analyse automatique de complexit�e pour
les langages applicatifs sans fonction de premi�ere classe� Ce syst�eme est constitu�e d�une
phase de r�e�ecriture de programme et d�une phase d�interpr�etation abstraite �CC

�AH�
��
Le r�esultat est une fonction majorant le temps d�ex�ecution du programme �TBF pour Time
Bound Function�� Une TBF exprime la complexit�e du programme original en codant un
polyn�ome en la mesure �g�en�eralement� la taille� des donn�ees d�entr�ee�

La phase dynamique d�analyse� constitu�ee d�un syst�eme de r�e�ecriture de programmes�
construit une version du programme source d�ecomptant les �etapes de calcul �SCV pour
Step Counting Version�� Cette fonction �r�esultat interm�ediaire� poss�ede le m�eme domaine
argument que le programme original� Par contre� elle rend en r�esultat le nombre d��etapes
de calcul du programme source� Les �etapes de calcul consid�er�ees sont les applications de
fonctions �a leurs arguments� les tests et les acc�es aux variables� Il est �a noter que si le
programme original ne termine pas� la SVC r�e�ecrite ne termine pas non plus�

La phase statique d�analyse construit la TBF� Cette derni�ere doit respecter le crit�ere
conservatif suivant �

tb�n�� ���� np� 	Maxft�x�� ���� xp�jl�xi� ) nig

o�u tb est la TBF du programme� t est la fonction interm�ediaire de d�ecompte des �etapes et
l est une fonction associant une mesure aux structures de donn�ees� Une approximation est
construite par interpr�etation abstraite sur l�ensemble des structures de donn�ees partiellement
connues�
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Pour une pr�esentation plus d�etaill�ee� nous reprenons l�exemple pr�esent�e par Rosendahl
dans son article� Il s�agit de la fonction calculant l�union de deux ensembles cod�es par
des listes� Elle utilise� comme test de �n de r�ecursion� la fonction auxiliaire d�e�nie par
le programmeur� member �qui teste l�appartenance d�un atome �a une liste�� Pour cette
raison� l�analyseur Metric n��etait pas capable d�analyser ce type de programmes� En e�et�
la r�ecursion de la fonction union n�est pas bas�ee sur un aspect structurel �comme cela aurait
�et�e le cas par exemple avec les classiques fonctions de Lisp map et reduce��

union�x�y� � if null�x� then y

else if member�car�x��y� then union�cdr�x��y�

else cons�car�x��union�cdr�x��y��

member�x�s� � if null�s� then false

else if eq�x�car�s�� then true

else member�x�cdr�s��

Le syst�eme de r�e�ecriture� not�e T est simple� L�acc�es aux variables et aux constantes
prend un top d�horloge� Le temps pris par l�appel �a une fonction est la somme des temps
pris pour �evaluer les arguments� du temps pris pour appliquer la fonction aux arguments
et d�un top� Le temps total d�une expression de test est la somme du temps associ�e �a la
condition et du temps de la branche vrai si le test est v�eri��e ou du temps de la branche
fausse sinon�

Apr�es r�e�ecriture� on obtient les SCV tunion)T ��union�� et tmember)T ��member��� Il faut
noter que la fonction member est encore utilis�ee par union �et doit donc �etre conserv�ee� alors
que la fonction union n�est plus n�ecessaire�

tunion�x�y� � if null�x� then 


else add�tmember�car�x��y��

if member�car�x��y�

then add����tunion�cdr�x��y��

else add��
�tunion�cdr�x��y���

tmember�x�s� � if null�s� then 


else if eq�x�car�s�� then �

else add����tmember�x�cdr�s���

L�interpr�etation abstraite est construite avec la SCV du programme sur l�ensemble des
structures partiellement connues� Le domaine standard� D� des structures de donn�ees est
constitu�e des arbres �a la Lisp� Pour obtenir le domaine des structures partielles� eD� on ajoute
l�atome sp�ecial all� Celui�ci repr�esente n�importe quel sous�arbre possible �l�ensemble D
tout entier�� On d�e�nit la paire de fonctions adjointes �abstraction et concr�etisation� entre

le domaine eD et la partition de l�ensemble des structures de donn�ees� P�D��

��x� ) 
 si x ) �
D si x ) all

fxg si x � Atom
fha� bija � ��y� et b � ��z�g

si x ) hy� zi

��x� ) � si x ) 

e si x ) feg
all si x 
Atom �) 

h��fajha� bi � xg�� ��fbjha� bi � xg�i

Les fonctions de base sur D sont �etendues au domaine eD de fa�con naturelle� Par exemple�
la fonction car devient �
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c
ar�x� � all si x � all

a si x � ha�bi

L�interpr�etation abstraite� de fonctionnelle *U � ressemble �a l�interpr�etation standard� Les
deux di��erences sensibles sont li�ees aux op�erateurs de base et au test� Dans les cas des
op�erateurs� on utilise l�op�erateur �etendu associ�e �pour car� c
ar�� Pour une expression de
test� une alternative suppl�ementaire est introduite pour le cas o�u le r�esultat du test est all�
Dans cette �eventualit�e� le maximum des deux branches est pris comme r�esultat� Gr�ace aux
propri�et�es d�inclusion de l�interpr�etation abstraite� on peut montrer que �

*U ��T ��P����h��fx�jl�x�� ) n�g�� ���i 	Maxft�x�� ���� xp�jl�xi� ) nig

Il ne reste plus qu��a exprimer� �a travers la fonction l� la mesure que l�on d�esire prendre
en compte dans l�analyse� Comme l�on cherche �a conna�&tre le temps d�ex�ecution pour toutes
les structures de taille n donn�ee� on a besoin de la fonction inverse l��� La fonction de
mesure doit donc �etre inversible� En fait� l�abstraction est int�egr�ee dans l�inverse et l�� a
pour domaine IN � eD�

Revenons �a notre exemple� La fonction de mesure choisie est la fonction length�
L�inverse sur eD� appel�ee length�� est donc �

length��n� � if eq�n�	� then nil

else cons�all�length��sub�n�����

Apr�es simpli�cation� la TBF de la fonction union s��ecrit �

tbunion�n�m� � add�
�add�mul����n��mul����mul�n�m����

Les principaux avantages de ce syst�eme r�esident dans la qualit�e des r�esultats rendus
�meilleurs que ceux de �W
!� et �equivalents �a ceux de �L�
�L���� et dans le fait que le
syst�eme de r�e�ecriture ainsi que l��evaluateur abstrait sont prouv�es corrects� La qualit�e des
r�esultats peut� de plus� �etre am�elior�ee en choisissant un domaine abstrait plus riche� Par
contre� il sou�re de plusieurs d�efauts� Les r�esultats sont fournis sous formes de fonctions et�
donc� sous une forme peu lisible� Ensuite� la TBF rendue peut tr�es bien ne pas terminer�
En�n� le langage analys�e est sans e�et de bord et sans fonction d�ordre sup�erieur�

��
 L�analyseur ���

L�analyseur automatique "#$ �FSZ��� e�ectue une analyse de co�ut moyen sur les algo�
rithmes op�erant sur des structures de donn�ees d�ecomposables� La phase dynamique est
assur�ee par un analyseur alg�ebrique �ALAS� compilant les sp�eci�cations d�algorithme en
fonctions g�en�eratrices� La phase statique� l�analyseur analytique �ANANAS�� extrait des
informations asymptotiques sur les coe�cients des s�eries g�en�eratrices� donc sur les taux de
croissance des temps�

Fonctions g�en�eratrices

Les fonctions g�en�eratrices sont utilis�ees en combinatoire pour d�ecompter les objets en fonc�
tion d�un crit�ere donn�e �ex � nombre d�arbres de taille n� nombre d�arbres ayant p feuilles�
����� Nous allons d�ecrire la m�ethode sur un exemple tir�e de �Kn�
�� Il s�agit de calculer xa

o�u l�exposant a est cod�e par une cha�&ne de bits� Voici la sp�eci�cation de l�algorithme na�&f
en ADL �Algorithm Description Language �Z�����
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type chain � bit � chain � null �

bit � zero j one �

zero�one � atom �

procedure expmod�c � chain� �

case c of

�� �� nil �

�zero�c�� �� begin expmod�c��� squaring� end �

�one�c�� �� begin expmod�c��� squaring� multiply� end �

esac

measure multiply � � �

squaring � � �

atom � � �

Le premier bloc sp�eci�e le type des donn�ees prises en param�etre du programme� Le
deuxi�eme bloc est la sp�eci�cation proprement dite de l�algorithme� Le troisi�eme bloc d�e�nit
les co�uts associ�es aux primitives� Attention� il s�agit d�une sp�eci�cation et non pas d�un
programme� En particulier� la quantit�e symbolis�ee par x n�appara�&t pas car elle n�in�ue pas
sur la complexit�e de l�algorithme�

Avant d�analyser l�algorithme� il faut d�ecompter les cha�&nes de bits en fonction de leurs
tailles� Pour cela� on construit l��equation structurelle v�eri��ee par la fonction g�en�eratrice des
cha�&nes �chainz� �

chainz ) 
 ( z � chainz ( z � chainz

La variable symbolique z sert �a marquer les objets que l�on d�esire compter� L��equation
s�interpr�ete comme suit �

� Il existe une seule cha�&ne de taille nulle �
 ) z���

� Il existe une cha�&ne commen�cant par l�atome one �z� � chainz��

� Il existe une cha�&ne commen�cant par l�atome zero �z� � chainz��

Apr�es simpli�cation� l��equation se r�e�ecrit sous la forme �

chainz )




� 	z

Maintenant� il ne reste plus qu��a extraire les coe�cients de la fonction g�en�eratrice chainz�
Pour cela� on peut faire une expansion de Taylor en z�ero� Jusqu�au cinqui�eme terme� cela
donne �

chainz ) 
 ( 	z ( �z� ( �z� ( 
�z� ( �	z� ( O�z��

Mais� on cherche g�en�eralement �a obtenir une expression symbolique permettant la r�euti�
lisation du r�esultat dans des calculs ult�erieurs� Gr�ace au th�eor�eme de Darboux �FV�
�� on
sait que le n�i�eme coe�cient� �zn�chainz� de chainz est asymptotiquement �egal �a �

�zn�chainz )

 ( O�
�n�

	�n
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On peut maintenant analyser l�algorithme� La m�ethode est identique� Elle consiste �a
marquer d�un z les primitives que l�on doit compter� L��equation v�eri��ee par �z �co�ut de
expmod� suit �

�z ) �z�z ( zchainz� ( �z�z ( 	zchainz�

La premi�ere expression correspond �a la branche zero� Il s�y trouve un appel r�ecursif
�z�z� et un appel �a squaring �zchainz�� La deuxi�eme expression correspond �a la branche
one� Il s�y trouve les deux m�emes appels auxquels s�ajoute un appel �a multiply� Par le
m�eme th�eor�eme �Darboux�� on calcule la solution �

�zn��Expmodz ) 	n���n �
 ( O�
�n��

Le co�ut moyen asymptotique de l�algorithme sur une donn�ee de taille n est calcul�e en
divisant le deuxi�eme r�esultat par le premier � �

� n�

L�analyseur automatique

La phase dynamique se d�ecompose en deux parties� La premi�ere extrait de la sp�eci�cation
ADL les �equations v�eri��ees par les fonctions g�en�eratrices� La deuxi�eme est la r�esolution
de ce syst�eme d��equations pour obtenir les fonctions g�en�eratrices� Cette deuxi�eme partie
est faite sous le logiciel de calcul formel MAPLE �CGGW�!�� La phase statique est plus
complexe et fait intervenir diverses techniques de r�esolution math�ematique autres que celles
pr�esent�ee� Cette phase est aussi e�ectu�ee sous MAPLE�

L�analyseur "#$ est volontairement restreint� Les donn�ees admises doivent �etre struc�
turellement d�ecomposables et construites par certains types de constructeurs� Par exemple�
les structures de graphe cyclique sont interdites� Les algorithmes accept�es sont ceux de la
classe des calculs d�induction sur les structures d�ej�a cit�ees� Le probl�eme majeur de cette
m�ethode est qu�elle n�autorise pas la composition de fonctions� En e�et� les distributions
des valeurs des arguments sont suppos�ees uniformes� Pour pouvoir appliquer une fonction
aux r�esultats d�une pr�ec�edente fonction� il faudrait que la distribution des r�esultats soit
uniforme �ce qui est� en g�en�eral� faux��

��� Le syst�eme formel de Ramshaw

Le syst�eme formel de Ramshaw �R
�� n�est pas� �a proprement parler� un outil d�analyse
de complexit�e� Il calcule les distributions des valeurs des variables en tous les points du
programme� Il est bas�e sur une analyse de �ot d�ex�ecution et exprime les distributions �a
l�aide d�une s�emantique op�erationnelle� Le langage analys�e est un langage imp�eratif simple
contenant des a�ectations et lectures de variables� des tests et des boucles �boucles for��

Pour bien saisir la d�emarche� examinons les d�etails d�un exemple simple de petit pro�
gramme imp�eratif sans boucle�

if K � 	 then K �� K � � else K �� K � � fi �

On consid�ere que la variable K est a�ect�ee en d�ebut de programme �a deux valeurs� 	 et
�� avec la m�eme probabilit�e� L��etat de fr�equences du programme au d�ebut de l�ex�ecution
s�exprime ainsi �
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�Fr�K ) %� )



	
�� �Fr�K ) 
� )




	
�

Lorsque l�on raisonne en terme de probabilit�e� la somme doit �etre �egale �a un� Dans
la branche then� la variable K a la valeur % avec une probabilit�e de 
� De m�eme� dans la
branche else� K a la valeur 
 avec une probabilit�e de 
� Comment fait on en sortie du test
pour recombiner les �etats de fr�equences� En e�et� on a perdu l�information que K se r�epartit
entre les deux valeurs % et 
 avec la m�eme probabilit�e� Pour cela� Ramshaw introduit la
notion de fr�equences dont la somme est inf�erieure ou �egale �a un� En sortie des branches du
test� les �etats de fr�equences sont les suivants �

then � �Fr�K ) 	� )



	
� � �Fr�K �) 	� ) %�

else � �Fr�K ) %� )



	
� � �Fr�K �) %� ) %�

On peut alors les recombiner facilement� Le r�esultat est clairement consistant�

�Fr�K ) 	� )



	
�� �Fr�K ) %� )




	
� � �Fr��K �) 	�� �K �) %�� ) %�

Le langage pris en compte est tr�es simple� Il n�o�re aucune possibilit�e de manipuler des
structures de donn�ees complexes ni d�utiliser des objets applicatifs�

Les extensions de Hickey et Cohen

En s�aidant de la s�emantique des programmes statistiques due �a Kozen �Ko�
�� �HC���
ont �etendu l�approche de Ramshaw a�n de prendre en compte les structures de donn�ees
complexes� Ils proposent aussi une extension aux langages applicatifs purs tels que le langage
FP�

��
 La rapidit�e de Gray

Le langage applicatif Multilisp est con�cu pour la programmation des machines parall�eles�
Le parall�elisme est contr�ol�e gr�ace �a l�insertion de futurs� dans les programmes� Un futur
permet au programmeur de pr�eciser� �a l�interpr�eteur ou au compilateur� l�ex�ecution en
parall�ele d�une expression du langage� L�ajout �a la main des futurs devient vite di�cile avec
l�accroissement de la taille des programmes� Gray �G��� a propos�e une m�ethode automatique
utilisant un crit�ere empirique de complexit�e en temps � la rapidit�e��

L�insertion de Futurs

Un futur est une directive d��evaluation indiquant �a l��evaluateur d��evaluer l�expression con�
cern�ee en parall�ele� Par exemple� l�ordre d��evaluation du programme �

�f e� �future e���

�futures en Anglais�
�Gray la nomme Quickness�
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est classique dans le fait qu�on �evalue e�� puis �future e�� et qu�on appelle f avec les
valeurs r�esultats� L�originalit�e r�eside dans l�expression �future e�� qui n�attend pas que
l��evaluation de e� soit termin�ee pour retourner imm�ediatement une valeur sp�eciale marquant
l�expression e�� L��evaluation de l�appel �a f commence donc en parall�ele avec celle de e��
Lorsque la fonction f tentera d�acc�eder au r�esultat de e�� elle se bloquera en attente de la
terminaison de l��evaluation de e��

Comme le montre Gray� l�insertion automatique na�&ve des futures d�egrade g�en�eralement
les performances de l��evaluateur� Un crit�ere de choix des points d�insertion� bas�e sur le
temps d��evaluation� est donc n�ecessaire�

Le crit
ere de Rapidit�e

L�id�ee principale est de consid�erer qu�une expression est rapide quand elle s��evalue en moins
de temps qu�il en est n�ecessaire pour �evaluer son futur� Le temps d��evaluer un futur�
variant selon les impl�ementations� ne peut pas servir de r�ef�erence absolue� Gray propose
donc un crit�ere de rapidit�e plus abstrait� Seront consid�er�ees comme rapides les expressions
constitu�ees d��evaluations de constantes �entiers� bool�eens�� d�acc�es �a des variables� de com�
binaisons de primitives lisp ou d�appels �a des fonctions simples� Naturellement exclues de
cette d�e�nition� les fonctions r�ecursives sont consid�er�ees comme lentes�

Bien qu�incluant quelques particularit�es li�ees �a l�insertion des futurs� le crit�ere de rapidit�e
propos�e ressemble �a la notion de temps que nous utilisons par la suite dans nos syst�emes de
typage� Malheureusement� il n�est con�cu que pour un sous�ensemble du langage du premier
ordre et d�epourvu d�e�ets de bord�


 Conclusion

Malgr�e l�utilit�e pratique �evidente des m�ethodes d�analyse automatique de complexit�e dans
les syst�emes de r�epartition de charge� peu d�entre eux ont atteint le stade de l�int�egration
r�eelle� On leur pr�ef�ere souvent des m�ethodes simples comme pour l�insertion automatique
des futures �G��� o�u une notion de rapidit�e �et de lenteur� empirique est utilis�ee� Pourtant la
demande existe pour les machines parall�eles avec la r�epartition des t�aches sur les di��erents
processeurs� pour les machines vectorielles avec la g�en�eration de code vectoriel sur des
fonctions courtes ou encore pour les syst�emes de calcul formel avec le choix de la m�ethode de
calcul �a appliquer �temps de calcul contre taille m�emoire n�ecessaire�� Les syst�emes utilisant
l�appariement de forme ou d�autre m�ethodes de r�esolution simple sont rapides et donc de bon
candidats pour l�int�egration� D�un autre c�ot�e les syst�emes fournissant des r�esultats pr�ecis
resteront d�un int�er�et plus th�eorique car ils n�ecessitent l�aide d�un intervenant humain et de
longs temps de calculs�

�� ����� ��



Chapitre �

Syst�emes de typage

La n�ecessit�e d�introduire la notion de typage dans les langages de programmation s�est fait
sentir tr�es t�ot� d�es la cr�eation des premiers compilateurs� Conna�&tre le type d�une variable
�e�g� entier ou �ottant� est requis pour savoir quel emplacement r�eserver en m�emoire ou
quelle instruction d�addition g�en�erer dans le code objet� Apr�es les premi�eres approches
tr�es pragmatiques �les langages Fortran et Cobol�� les syst�emes de typage sont devenus
plus complets et plus coh�erents �e�g� Pascal et Algol�� Le typage fort� en e�et� incite �a
une programmation plus structur�ee� documente les programmes� durcit le code et permet
d�e�ectuer diverses optimisations �a la compilation�

Au plan scienti�que� le domaine du typage se d�ecompose en trois branches� La premi�ere
consiste en l��etude de diverses propri�et�es th�eoriques comme la normalisation �FLD���BH�%�
ou les classes de complexit�e des programmes �GSS�%�� La deuxi�eme concerne les mod�eles
th�eoriques des syst�emes de type� Le polymorphisme n��etant pas mod�elisable par des ensem�
bles �R���� les mod�eles propos�es font� par exemple� appel aux id�eaux �MPS��� ou �a la notion
de closure� �M
��� La troisi�eme branche cherche �a enrichir les informations contenues dans
les types� Le but est alors d�augmenter la s�uret�e et la rapidit�e du code g�en�er�e �T���LW�%��
Des informations non standard ont m�eme �et�e �etudi�ees pour la prise en compte des e�ets
de bord �Lu�
�LG���TJ�
b�� de l�analyse de stricticit�e �KM���� de l�analyse de temps� en
�evaluation partielle �CJ�
� ou de l�analyse de complexit�e �DJG�
��

Le but de ce chapitre est de pr�esenter les principales classes de syst�emes de typages
pr�esents dans les langages applicatifs �section 
�� Ensuite �section 	�� nous pr�esentons les
techniques de sp�eci�cation et de preuve utilis�ees pour valider la correction et la consistance
des syst�emes de typage pr�esent�es dans cette th�ese� Pour terminer �section ��� nous donnons
un aper�cu des langages fortement typ�es que sont FX��� et Standard ML�

� Hi�erarchie de typage

Avant de parler de langages applicatifs typ�es et de preuves� il est bon d�avoir pr�esent �a
l�esprit les di��erents mod�eles de ��calcul � ainsi que leurs principales propri�et�es th�eoriques�
Ces mod�eles sont expos�es dans un ordre croissant de ra�nement des types employ�es�
Nous �enum�erons� dans l�ordre� le ��calcul non typ�e� le ��calcul typ�e du premier ordre� le
��calcul typ�e du second ordre et le ��calcul typ�e d�ordre �� Tous sont accompagn�es de leurs
propri�et�es de terminaison�

�Il ne s�agit pas la de la fermeture �a la LisP� Une closure correspond �a une fonction f d�un domaine D �a
valeur dans D telle que fof � f et Id v f �

�BTA pour �Binding Time Analysis� en Anglais�

	!
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��calcul non typ�e ��NT� �

Les expressions du ��calcul ob�eissent �a la grammaire suivante �

D�e�nition 	�� ��NT�

e ��) c j v j �v�e j �e� e��

Une expression est� respectivement� une constante� une variable� une abstraction sur une
variable �v� ou l�application d�une expression e� �a une expression e�� On dit que la variable
v est li�ee dans l�expression �v�e et libre sinon� L��evaluation des expressions est exprim�ee �a
travers deux r�egles de r�e�ecriture �

�v�e ��� �w�e�vnw�

��v�e� e�� ��� e��vne��

La premi�ere� l��
conversion� permet de renommer la variable muette d�une abstraction�
Une expression �v�e se r�e�ecrit �w�e�vnw� o�u e�vnw� repr�esente l�expression e dans laquelle
on a substitu�e la variable v par w� La deuxi�eme� la 	
contraction� mod�elise une �etape
de calcul� L�application ��v�e� e�� se r�e�ecrit e��vne��� Une expression que l�on ne peut
plus 	�contracter est nomm�ee forme normale� L�ex�ecution d�un programme correspond �a
la fermeture transitive de la r�egle de 	�contraction et est appel�ee 	
r�eduction� La forme
normale obtenue est le r�esultat du calcul� Pour terminer� nous ne consid�erons dans cette
th�ese que le mode d��evaluation avec appel par valeur� Celui�ci correspond �a une 	�r�eduction
rightmost
innermost � L�expression la plus �a droite et la plus int�erieure est �evalu�ee en
premier�

D�e�nition 	�	 Une expression e est normalisable si elle peut �etre r�eduite en une forme
normale	 L�expression e est fortement normalisable si toute 	
r�eduction de e termine sur
une forme normale	

L�expression ��v�c ��v��v v� �v��v v��� est normalisable mais non fortement nor�
malisable� En e�et� la forme normale �c� s�obtient par 	�contraction de l�application la
plus externe� Par contre� une r�eduction in�nie peut �etre obtenue en ne contractant que
l�application interne de �v��v v� �a elle�m�eme�

D�e�nition 	�� �Normalisation� Un �
calcul poss�ede la propri�et�e de normalisation �NP�
ssi toute �
expression est normalisable	

D�e�nition 	�� �Normalisation Forte� Un �
calcul poss�ede la propri�et�e de normalisa�
tion forte �SNP� ssi toute �
expression est fortement normalisable	

Il faut noter que SNP implique NP� Nous arrivons au principal th�eor�eme concernant la
terminaison de �NT�

Th�eor
eme 	�� �NT ne poss�ede pas la propri�et�e de normalisation �ni
 par cons�equent
 celle
de normalisation forte�	

Preuve 	�� Il n�est pas di�cile d�exhiber une ��expression ne poss�edant pas de forme
normale �ex � l�expression argument de l�exemple pr�ec�edent�� �
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��calcul typ�e du premier ordre ��T�� �

Le ��calcul typ�e du premier ordre est obtenu en imposant un type �a chaque variable� Une
application est correcte �et 	�contractible� si le type de la variable de l�abstraction est
identique �a celui de l�expression argument�

D�e�nition 	�� ��T
�

e ��) c j v j �v�t�e j �e� e��

t ��) s j t�� t�

La m�eta�variable de type� s� d�ecrit un ensemble des constantes de type comme int ou
bool� Le type t�� t� est le type d�une abstraction de domaine t� et de codomaine t��

Th�eor
eme 	�
 Le �
calcul typ�e du premier ordre est fortement normalisable	

Preuve 	�
 Prouv�e pour la premi�ere fois par Turing �voir �FLD��� pour une preuve
simple�� Informellement� on d�e�nit ais�ement une mesure sur les expressions qui� gr�ace �a la
restriction impos�ee aux applications par le typage� d�ecro�&t �a chaque 	�contraction� �

L�op�erateur de point �xe n�est pas typable dans ce sch�ema� Pascal priv�e de la r�ecursion
correspond �a �T
� Les limitations de Pascal � en ce qui concerne la d�e�nition de modules�
sont bien connues� Pascal ne permet pas� par exemple� l��ecriture d�un programme de tri
abstrait sur le type des donn�ees �a trier et sur le pr�edicat d�ordonnancement� Cet obstacle �a
la programmation modulaire dispara�&t avec les langages typ�es d�ordre sup�erieur�

��calcul typ�e du deuxi�eme ordre	 ��T�� �

On construit �T	� �a partir de �T
 en y ajoutant un m�ecanisme permettant d�abstraire les
expressions sur les types�

D�e�nition 	�� ��T	�

e ��) c j v j �v�t�e j �e� e�� j "w��k�e

t ��) s jw j t�� T� j+w��k�t

k ��) type j type� k

Une expression est� respectivement� une constante� une variable� une abstraction� une
application ou une abstraction sur un type� On appelle polymorphisme �polymorphisme
g�en�erique ou encore polymorphisme uniforme param�etrique� cette capacit�e des expressions
de s�abstraire sur un type� Un type est� respectivement� une constante de type� une variable
de type� le type d�une abstraction ou le type d�une abstraction polymorphe �type poly�
morphe�� Les types sont eux�m�emes typ�es par des sortes �k pour kind en anglais�� Une
sorte� ou m�eta
type� est� respectivement� une constante ou la sorte d�un type polymorphe�
Par exemple� la fonction d�identit�e �polymorphe� s��ecrit "t��type��v�t�v et a pour type
+t��type�t� t� Plusieurs contraintes doivent �etre respect�ees lors de la formation des ex�
pressions� La principale est que l�on ne peut s�abstraire sur un type que s�il ne fait pas partie
des variables de type libres des variables libres de l�expression� On interdit� de la sorte� les
expressions incorrectes comme �x�t�"t��type�x�

�L�ordre de typage est la plus petite solution d�une �equation d�e
nie sur les sortes �type de type� non
terminal k
� Dans le cas pr�esent� les sortes sont d�e
nies par une �equation de la forme k � l j k� � k��
L��equation �a l�ordre s��ecrit Ordre�k
 � max�Ordre�l
�Ordre�k�
 � ��Ordre�k�

 o�u Ordre�type
 � ��
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Th�eor
eme 	�� �T	 est fortement normalisable	

Preuve 	�� La preuve est bas�ee sur le m�eme principe que pour �T
� mais avec une mesure
plus �ne� En e�et� la pr�ec�edente ne tient pas compte de certaines circularit�es apparues lors
du passage au deuxi�eme ordre� Voir �FLD���� �

��calcul typ�e d�ordre � ��T�� �

On construit �T�� �a partir de �T	� en autorisant l�abstraction des expressions� non plus
uniquement sur des types� mais aussi sur des types polymorphes� La syntaxe est donc
pratiquement identique� La sorte type est remplac�ee par k dans le deuxi�eme cas de la
d�e�nition des sortes�

D�e�nition 	��� ��T��

e ��) c j v j �v�t�e j �e� e�� j "w��k�e

t ��) s jw j t�� t� j+w��k�t

k ��) type j k� k

Les propri�et�es de terminaison son inchang�ees�

Th�eor
eme 	��� Le �
calcul typ�e d�ordre � est fortement normalisable	

Preuve 	��� Voir �G
	�� le probl�eme �etant toujours de d�e�nir une mesure d�ecroissante
malgr�e les circularit�es� �

Il est bon de remarquer que� dans les trois pr�ec�edents ��calculs typ�es� l�analyse de
complexit�e est compl�ete� Ces ��calculs ayant la propri�et�e de normalisation forte� tous les
programmes terminent en un temps �ni� L�analyse du temps de calcul des programmes est
donc possible au pire en ex�ecutant ceux�ci� L�introduction d�expressions r�ecursives ou de
types r�ecursifs d�etruit cette propri�et�e�

��calcul typ�e d�ordre � � expressions r�ecursives ��T��Rec� �

A�n de pouvoir exprimer la r�ecursion� on ajoute une construction �a la syntaxe des expres�
sions �

e ��) � � � j �rec v e�

Dans une syntaxe �etendue au test �l�introduction du test n�in�ue pas sur les propri�et�es dont
nous discutons�� la fonction factorielle s��ecrit �

�rec f �v�nat�if �� v 	� then � else �� v �f �� v �����

Th�eor
eme 	��	 �T�(Rec n�est pas normalisable	

Preuve 	��	 L�application de la fonction d�e�nie par �rec f �v�nat�f�v�� �a une expression
quelconque ne poss�ede pas de forme normale� �

Ce ��calcul ne poss�ede pas de type r�ecursif� Tout objet poss�ede une taille born�ee sta�
tiquement� Cette propri�et�e dispara�&t avec le suivant ��calcul typ�e�
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��calcul typ�e d�ordre � � types r�ecursifs ��T��TRec� �

On ajoute aux descriptions de type le constructeur de types r�ecursifs suivant�

t ��) � � � j �trecw t�

Th�eor
eme 	��� En termes de pouvoir d�expression
 le �T�(TRec contient �T�(Rec	

Preuve 	��� L�op�erateur de r�ecursion rec est exprimable� Par exemple� sur les entiers�
�rec f e� est �egal �a �Y �f�nat� nat�e� o�u Y est un op�erateur de point �xe� Ce dernier
n�ecessite un type r�ecursif et n�est donc pas exprimable dans les ��calcul s typ�es pr�ec�edents�

�

Th�eor
eme 	��� �T�(TRec n�est pas normalisable	

Preuve 	��� Il contient �T�(Rec qui ne l�est pas� �

L�existence de temps de calcul born�es par une constante calculable statiquement �sans
ex�ecution du programme� est li�ee �a la propri�et�e de normalisation forte �SNP�� Ce probl�eme
devient ind�ecidable dans les langages de programmation ayant pour mod�ele �T�(TRec
�ou �a d�efaut �T�(Rec�� Nous int�eressant aux temps de calcul dans les langages de type
�T�(TRec� nous serons tr�es pr�eoccup�es par les constructeurs trec et rec� ainsi que par la
possibilit�e d�exprimer l�op�erateur Y�

� Syst�emes de typage et preuves

Dans cette th�ese� les syst�emes de typage sont tous pr�esent�es de mani�ere identique� Chaque
langage est d�abord sp�eci��e �a l�aide d�une grammaire BNF� Ensuite le mod�ele d��evaluation
et le syst�eme de typage sont sp�eci��es �a l�aide de jeux de r�egles s�emantiques� Une preuve de
consistance entre le mod�ele d��evaluation et le syst�eme de typage est alors propos�ee� Pour
�nir� un algorithme de v�eri�cation �ou d�inf�erence� de type est fournit accompagn�e de sa
preuve de correction� Nous pr�esentons� dans cette section� le formalisme servant �a sp�eci�er
les s�emantiques �dynamique et statique� et les techniques de preuves utilis�ees�

��� Sp�eci�cations s�emantiques

Une s�emantique �statique ou dynamique� est sp�eci��ee �a l�aide d�un ensemble de r�egles de
d�eduction� Une r�egle est un doublet constitu�e par un ensemble de jugements �encore appel�es
s�equents�� les pr�emisses de la r�egle� et d�un jugement� la conclusion de la r�egle� Une r�egle
est graphiquement repr�esent�ee comme suit �

Env� � e� r� a
�
� � � � rn a�n

���
Envp � ep r� a

p
� � � � rn a

p
n

�Nom	

Env � e r� a� � � �rn an

L�ensemble des pr�emisses est plac�e au dessus de la barre horizontale� La conclusion
l�est en dessous� Les e�� ���� ep et e sont des expressions du langage� Les r�� ���� rn sont
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des relations binaires liant� respectivement� l�expression aux valeurs a�� ���� an� Il n�y a
g�en�eralement qu�une ou deux relations� En�n� les Env�� ���� Envp et Env sont des envi�
ronnements� non obligatoirement pr�esents� associant des identi�cateurs �a des valeurs� Un
jugement� Env � e r a� est valide si� dans l�environnement Env� l�expression e est li�ee �a la
valeur a par le relation r� Par exemple� quel que soit l�environnement Env� le jugement
Env � True�bool o�u la relation ,�- signi�e est de type est vrai� L�environnement vide est
not�e ��� L�environnement Env�i r a� repr�esente un environnement dans lequel l�identi�cateur
i est li�e �a la valeur a par la relation r� Cela peut �etre d�u �a une extension �i n�est pas li�e
dans Env� ou �a une modi�cation �i est li�e dans Env� mais cette liaison est ignor�ee�� Pour
terminer� la conclusion d�une r�egle est prouvable si toutes les pr�emisses le sont� A noter
qu�une pr�emisse peut aussi �etre une relation math�ematique simple comme dans la r�egle �Var�
ci�dessous�

Voila un exemple simple � la sp�eci�cation du syst�eme de typage du ��calcul simplement
typ�e� Les trois r�egles sp�eci�ent respectivement le typage d�une variable� le typage de
l�application d�une expression �e�� �a une autre �e�� et le typage de l�abstraction d�une
expression sur une variable �x��

�x � t� � T

�Var	

T � x � t

T � e� � t� � t�
T � e� � t�

�Apply	

T � �e� e�� � t�

T �x � t�� � e � t�
�Lambda	

T � �x�t��e � t� � t�

La relation not�ee ,�- signi�e est de type et celle not�ee � est l�inclusion �etendue aux
fonctions� La conclusion de la r�egle �Var� signi�e ,Dans l�environnement de typage T � la
variable x est de type t-� La pr�emisse de cette r�egle� comme c�est le cas occasionnellement�
n�est pas un jugement� mais une assertion� Dans le cas pr�esent� elle signi�e que la relation
associant la variable x au type t appartient �a l�environnement T �

G�en�eralement� les syst�emes de r�egles sont con�cus par induction sur la structure des
expressions� Si �a chaque type d�expression est associ�ee une r�egle� le syst�eme sp�eci��e est
d�eterministe� Il est parfois n�ecessaire d�ajouter au syst�eme une r�egle explicitant une pro�
pri�et�e devant �etre v�eri��ee par toutes les expressions ou d�avoir deux r�egles pour un m�eme
type d�expression� Le syst�eme est alors non d�eterministe et peut� par exemple� �etre mis en
'uvre par un algorithme utilisant la technique du retour arri�ere�

��� Technique de preuve

Une fois le langage sp�eci��e �syntaxe� s�emantiques et algorithmes�� quelques preuves sont
n�ecessaires a�n de valider la consistance des s�emantiques et la correction des algorithmes�
Le principe de preuve ob�eit au sch�ema suivant �
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Statique V�eri�cateur

Dynamique Evaluateur

��

��

�

�

Correction

Correction

ConsistanceS�emantiques Algorithmes

Sch�ema de validation�

A gauche �gurent les sp�eci�cations des s�emantiques �statique et dynamique�� A droite
�gurent les algorithmes correspondants� Les ��eches symbolisent les preuves n�ecessaires �a la
validation du syst�eme� La preuve de consistance entre la s�emantique statique et dynamique
�symbolis�ee par la ��eche verticale� stipule que les valeurs calcul�ees lors de l�ex�ecution corres�
pondent bien �a celles d�ecrites par le typage� La preuve de correction entre une sp�eci�cation
s�emantique et son algorithme est g�en�eralement d�ecoupl�ee en deux� La preuve d�exactitude
v�eri�e que les r�esultats calcul�es par l�algorithme sont bien ceux sp�eci��es par la s�emantique�
La preuve de compl�etude assure que toutes les valeurs sp�eci��ees par le syst�eme sont calcul�ees�

Ne nous int�eressant qu�aux aspects li�es au typage� nous ne pr�esentons pas d�algorithme
d��evaluation� ni par cons�equent� de preuve de correction avec la s�emantique dynamique�
L��etude des principes d��evaluation des programmes applicatifs constitue un domaine bien
connu et ma�&tris�e �AS�!�SJ�
�F���� Mosses� Lee et Deutsch �M
��LP�
�Deu��� ont m�eme
propos�e des syst�emes automatiques de g�en�eration d��evaluateurs ou de compilateurs �

��� Induction de point �xe maximal

Notre langage n�est pas purement applicatif et� par cons�equent� interdit l�utilisation de
l�induction classique pour prouver la consistance des s�emantiques statique et dynamique�
Comme l�a propos�e Tofte dans sa th�ese �T���� nous utilisons l�induction de point �xe maximal
qui fonctionne par �elimination des cas incorrects plut�ot que par construction des cas valides�

La preuve de consistance entre la s�emantique dynamique et la s�emantique statique se
fait par induction sur la longueur de d�erivation des expressions� On utilise� pour cela�
une relation de consistance entre la valeur �r�esultat d�ex�ecution du programme� et le type
du r�esultat du programme� Cette relation de consistance valeur�type est ais�ee �a d�e�nir
pour les langages purement applicatifs� L�introduction d�e�ets de bords fait que les valeurs�
r�esultats d�ex�ecutions des programmes� peuvent d�ependre de structures de donn�ees con�
serv�ees en m�emoire� La relation de consistance valeur�type doit donc �etre d�e�nie modulo
l��etat m�emoire� Le second probl�eme introduit est li�e �a d��eventuels cycles dans les structures
de donn�ees m�emoire� Prenons l�exemple de deux listes mutuellement imbriqu�ees� La consis�
tance de la premi�ere liste avec son type n�est vraie que modulo la consistance de la deuxi�eme
avec le sien �le probl�eme se posant de mani�ere identique pour la deuxi�eme�� Il n�est donc
plus possible de valider la relation de consistance mais seulement de v�eri�er sa coh�erence�
L�induction standard �induction de point �xe minimum� ne peut plus �etre utilis�ee car ne
permet que la validation d�une relation� Elle est bas�ee sur la validit�e de cas de base et
v�eri�e la validit�e des cas construits sur les cas pr�ec�edents� Elle est donc inapte �a v�eri�er la
consistance de l�exemple de nos deux listes� L�induction de point �xe maximal� par contre�
fonctionne par �elimination des cas r�efutables �i�e� que l�on peut prouver faux�� Tous les cas
consistants mais non validables� comme celui de nos deux listes� sont donc admis�

Nous pr�esentons maintenant de fa�con plus formelle le principe d�induction de point �xe
maximal� Soient S� V et T respectivement les ensembles des m�emoires� des valeurs et des
types� Nous appelons Q tout sous�graphe de l�ensemble produit S � V � T � En�n� soit U
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l�ensemble des graphes� l�ensemble des parties de S � V � T � La relation de consistance
entre les valeurs et les types est repr�esent�ee par la fonction not�ee F �

F � P�U� � P�U�
Q �� F�Q�

Elle prend un graphe Q et rend un graphe Q� dont les triplets hs� v� ti� r�efutables en une
�etape depuis ceux contenus dans Q� sont �elimin�es� Par exemple� si l�on sait que la valeur
v est associ�ee au type t� l�application de F �eliminera tous les couples valeur�type o�u les
pointeurs sur v ne sont pas associ�es au type t ref �type des r�ef�erences aux valeurs de type
t��

La fonction F doit �etre construite monotone �

Q � Q� � F�Q� � F�Q��

Elle poss�ede ainsi un point �xe minimal� F �� et un point �xe maximal� F �� sur U �
L�ensemble point �xe minimal de F est construit sur un ensemble vide d�hypoth�eses� A la
premi�ere application de F � l�ensemble Q contient tous les triplets validables sans pr�erequis
�i�e� les cas de base�� Chaque nouvelle application de F pourra augmenter l�ensemble Q avec
de nouveaux triplets uniquement validables avec les pr�ec�edents� Apr�es un certain nombre
d��etapes �peut �etre trans�ni�� on atteint le plus petit point �xe de F contenant tous les
triplets dont la validit�e �au sens de la relation cod�ee par F� est v�eri�able�

Par opposition� l�ensemble� point �xe maximal de F � contient tous les triplets non
r�efutables� car construit sur le graphe complet� Chaque application de F �elimine les cas
apparaissant comme r�efutables dans l�ensemble courant� L�ensemble F� contient donc tous
les triplets ne pouvant �etre r�efut�es� donc coh�erents�

En fait� on n�utilise pas directement l�ensemble point �xe maximalde F � mais la propri�et�e
suivante �

Q � F�Q� )� Q � F�

qui signi�e que tout ensemble v�eri�ant Q � F�Q� est sous�ensemble du point �xe maximalde
F � Ces sous�ensembles contiennent donc un jeu de triplets coh�erent en regard de la relation
de consistance repr�esent�ee par F � Le principe de d�emonstration consiste �a construire un
ensemble de triplets correspondant �a la propri�et�e �a d�emontrer et �a v�eri�er que cet ensemble
est contenu dans son image par F �


 Langages fortement typ�es

Deux tendances� ayant chacune leurs avantages� s�opposent sur le style de typage � implicite
ou explicite� Le typage implicite lib�ere le programmeur de la contrainte de l��ecriture des
types� Les types ainsi reconstruits sont les plus g�en�eraux et favorisent la r�eutilisation du
code� Cependant� le programmeur ne peut pas exprimer directement le polymorphisme
des fonctions et ne peut le faire qu��a travers des constructeurs sp�eciaux �ex � le let de
SML�� De plus� le reconstructeur de type� utilisant un algorithme d�uni�cation� interdit
g�en�eralement l�auto�application� La r�ecursion est donc introduite dans le langage de fa�con ad
hoc �ex � le rec de SML� et n�ecessite un traitement particulier dans le reconstructeur de type
ainsi que dans le mod�ele th�eorique� Malgr�e un alourdissement du code� le typage explicite
permet au programmeur de g�erer lui�m�eme le polymorphisme� Il est alors possible� �a tout
moment� d�abstraire une expression sur un type ou de projeter une expression polymorphe
sur un type� L�algorithme de v�eri�cation n�utilisant pas de fonction d�uni�cation autorise
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l��ecriture d�auto�application et r�eduit au ��calcul le mod�ele th�eorique n�ecessaire� Bien s�ur�
le syst�eme id�eal est un reconstructeur partiel de type qui obligerait le programmeur �a ne
donner uniquement que ce qui n�est pas recalculable �OG����

Le calcul du temps d�ex�ecution est directement li�e �a l�aspect auto�application� Un pro�
gramme implicitement typ�e n�utilisant pas l�op�erateur de r�ecursion sur les expressions est
fortement normalisable� Le temps d�ex�ecution est alors ais�ement calculable statiquement�
Le typage implicite engendrera donc des syst�emes de calcul de temps uniquement ax�es sur
l�analyse des constructions r�ecursives �rec�� Ces propri�et�es ne sont plus v�eri��ees dans le
cadre du typage explicite o�u Y est d�e�nissable�

Nous pr�esentons deux langages �a titre d�exemple� Le premier� FX���� con�cu au MIT
comme langage pour le parall�elisme� est explicitement typ�e� Le deuxi�eme� con�cu comme
m�eta�langage du d�emonstrateur de th�eor�emes nomm�e LCF� l�est implicitement� Tout deux
o�rent les fonctions d�ordre sup�erieur et la programmation par e�ets de bord�

��� Le langage FX

Le langage FX � est un langage applicatif �il autorise la manipulation des fonctions comme
objet de premier ordre� et imp�eratif �il poss�ede les primitives new� set et get�� FX est forte�
ment typ�e et utilise la discipline de typage avec sorte� de MacCracken �M
��� Les types des
expressions �etant fournis par le programmeur� le v�eri�cateur de type les contr�ole avant de les
utiliser� Pour cela� il utilise des sortes �types des types�� La version FX�� �GJLS�
�JD���
utilise un syst�eme de typage totalement explicite� Le pouvoir d�expression du noyau pure�
ment applicatif correspond �a celui du ��calcul �T�(TRec� Par commodit�e� un langage
de programmation fortement normalisable a �et�e ajout�e aux types �essentiellement constitu�e
d�un m�ecanisme d�abstraction et d�application�� Le polymorphisme est explicite et plac�e
sous la responsabilit�e du programmeur� Quelques extensions r�ecentes de FX d�egagent le
programmeur de l��ecriture de quelques informations de types� Le langages devient en par�
tie typ�e implicitement avec� principalement� la reconstruction des types des abstractions
�OG���JG�
�TJ�
a��

Au d�epart� le langage FX a �et�e con�cu pour la programmation des machines multi�
processeurs� Dans ce but� le syst�eme de typage int�egre des informations sur les r�egions
de la m�emoire dans lesquelles sont allou�ees les structures de donn�ees et sur les e�ets de
bord possibles lors de l�ex�ecution des programmes� Lors de la r�edaction d�un programme�
il est de la responsabilit�e du programmeur de sp�eci�er dans quelle r�egion �abstraite� de la
m�emoire r�esident les objets manipul�es� Il devra ensuite dire au v�eri�cateur de type quels
sont les e�ets �de bord� des fonctions constituant le programme� Cette fonctionnalit�e per�
met au programmeur d�exprimer implicitement� de contr�oler indirectement� le parall�elisme
des expressions des programmes� Deux fonctions manipulant des objets r�esidant dans une
unique r�egion devront �etre ex�ecut�ees en s�equence� Si� par contre� le programmeur place
les objets dans deux r�egions distinctes� les fonctions pourront �etre ex�ecut�ees en parall�ele�
Les informations d�e�et permettent aussi d�autres extensions du langage comme l�ajout de
la fonction call�cc �JG��� ou l�introduction de modules de premi�ere classe �SG���� Elles
permettent aussi aux compilateurs pour machines s�equentielles d�e�ectuer des optimisations
jusqu�alors impossibles comme la m�emoisation� des fonctions pures� l��elimination des sous�
expressions communes ou l�allocation sur la pile des objets locaux r�esidant dans des r�egions
locales �a la fonction�

La d�emarche prise dans la conception des syst�emes de typage pr�esent�es dans les chapitres

�Prononcer �efexe� car correspond �a side�effect� L�homophonie dispara��t avec la traduction fran�caise�
�L�Anglais utilise kind� di�cile �a traduire en Fran�cais�
�Technique qui consiste �a conserver des r�esultats a
n d��eviter un recalcul ult�erieur
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suivants est tr�es proche de celle du langage FX � Nous donnons donc dans cette section
quelques �el�ements permettant d�acqu�erir une compr�ehension intuitive de ce langage� Toute
expression est typ�ee� Ce type est fourni par le programmeur et doit donc �etre v�eri��e avant
usage� Pour ce faire� les types sont eux�m�emes typ�es avec des sortes �types de types�� Par
exemple� la sorte de bool est type� Les r�egions et e�ets se d�e�nissent comme suit�

R�egion � Une r�egion abstrait un ensemble arbitraire de locations m�emoires� Le pro�
grammeur dispose en fait d�un ensemble in�epuisable d�identi�cateurs de r�egions� identi��
cateurs commen�cant par le symbole ,�- �e�g�� �paris� �sherwood ����� Toute r�egion est
de sorte region� Le domaine des r�egions est muni d�un op�erateur d�union� not�e runion�
correspondant �a l�union ensembliste sur les r�egions vues comme des ensembles de loca�
tions� L�op�erateur runion est un constructeur binaire de r�egion � �dfunc �region region�

region�� Il est de la responsabilit�e du programmeur de g�erer le placement des structures
de donn�ees dans les r�egions� Un doublet d�entiers r�esidant dans la r�egion �rouge a pour
type �pairof int int �rouge�� Ce type est di��erent de �pairof int int �orange� car
la r�egion m�emoire dans laquelle se trouvent les objets d�ecrits n�est pas la m�eme� Les objets
jamais modi��es par le programme sont allou�es dans la r�egion sp�eciale ��� L�alg�ebre induite
par runion sur le domaine des r�egions est une alg�ebre ACI �associative� commutative et
idempotente��

E�et � L�e�et d�une expression n�acc�edant pas �a la m�emoire� comme � ou �lambda ��x

int�� x�� est pure� Autrement� l�e�et est construit avec les trois op�erateurs� alloc� read et
write� sur une r�egion� Tout e�et est de sorte effect� La construction d�un doublet d�entiers
dans la r�egion �laprochaine a pour e�et �alloc �laprochaine�� l�acc�es �a l��el�ement gauche
�read �laprochaine� et la modi�cation de l��el�ement droit �write �laprochaine�� Les
fonctions sont dot�ees d�un e�et latent� c��a�d� un e�et �eventuellement observable en cas
d�application� La fonction d�identit�e sur les entiers a pour type �subr pure �int� int��
subr signi�e qu�il s�agit du type d�une fonction� pure que son e�et en cas d�application est
inexistant� �int� qu�elle prend en param�etre un entier et int qu�elle rend en r�esultat un
entier� On appelle e�et latent� l�e�et conserv�e dans le type des fonctions� Par contre� la
fonction cons travaillant sur les entiers et la r�egion �lentour a pour type �subr �alloc

�lentour� �int int� �pairof int int �lentour��� Les e�ets peuvent �etre additionn�es
gr�ace �a l�op�erateur maxeff� Ce dernier induit sur le domaine des e�ets une alg�ebre ACUI
�U signi�e qu�il existe un �el�ement unitaire � pure��

Polymorphisme � Le polymorphisme permet au programmeur d�abstraire une expression
sur les types� les r�egions et les e�ets� Par exemple� la fonction d�identit�e doit pouvoir �etre
appliqu�ee �a n�importe quel type d�objets� Elle s��ecrit et a pour type �

Id � �plambda ��t type��

�lambda ��x t�� x��

� �poly ��t type�� �subr pure �t� t��

La forme sp�eciale plambda permet d�abstraire une expression polymorphiquement� Ce
polymorphisme se retrouve exprim�e dans les types gr�ace au constructeur poly� De m�eme�
la primitive cons doit �etre polymorphe sur la r�egion dans laquelle est cr�e�e le doublet et sur
les deux types des objets contenus� Dans le cas contraire� FX devrait fournir une op�eration
cons par r�egion et par type� Par convention� les abstractions polymorphes sont toujours
curry��ees sur les r�egions�
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cons � �poly ��r region��

�poly ��t� type��t� type��

�subr �alloc r� �t� t�� �pairof t� t� r����

Les fonctions polymorphes doivent �etre projet�ees sur une description de bonne sorte
avant application� Si l�on veut cr�eer une paire d�entiers dans la r�egion �lyon� on �ecrit le
programme suivant� Le point d�exclamation signi�e � a pour e�et� L�e�et �alloc �lyon�

d�ecoule de l�e�et latent de la fonction cons� soit �alloc r�� o�u la variable de region r est
�lyon�

FX� ��proj �proj cons �lyon� int int� � ��

�� � �� � �pairof int int �lyon� � �alloc �lyon�

R�ecursion Le langage FX est tr�es puissant et permet de d�e�nir les op�erateurs de point
�xe� FX doit cette puissance �a la possibilit�e de d�e�nir des types r�ecursifs �a l�aide du
constructeur de type drec� Dans l�op�erateur de point �xe donn�e ci�dessous� la variable x

est destin�ee �a �etre appliqu�ee �a elle�m�eme� Son type est donc celui d�une fonction dont le
param�etre est de type identique �a celui de x� Le type de x est donc� par d�e�nition� r�ecursif�

Y � �plambda ��t type��

�lambda ��f �subr pure

��subr pure �� �subr pure �t� t���

�subr pure �t� t����

��lambda ��x �drec t � �subr pure

�t ��

�subr pure �t� t�����

�f �lambda �� �x x����

�lambda ��x �drec t � �subr pure

�t ��

�subr pure �t� t�����

�f �lambda �� �x x�������

� �poly ��t type��

�subr pure

��subr pure

��subr pure �� �subr pure �t� t���

�subr pure �t� t���

�subr pure �t� t���

Ne pas s�a�oler �a la lecture de ce programme� En e�et� l�op�erateur de point �xe n�est pas�
par nature� une fonction simple �a saisir et cela �a cause des auto�applications� Une section
enti�ere lui est consacr�ee au chapitre �� Quand aux d�eclarations de types� elles peuvent laisser
croire� sur cet exemple� �a un alourdissement du code� Cela est peut fr�equent en pratique o�u
celles�ci aident le programmeur �a sp�eci�er les objets qu�il manipule�

Cette propri�et�e de d�e�nir les op�erateurs de point �xe in�uence directement les d�ecisions
prises pour notre langage explicitement typ�e �chapitre ��� En e�et� la r�ecursion et donc
les temps d�ex�ecution di�ciles �a calculer peuvent appara�&tre dans toute fonction d�e�nie par
l�utilisateur et non pas uniquement dans celles utilisant explicitement la forme sp�eciale de
r�ecursion�
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��� Le langage Standard ML

Le langage Standard ML permet la manipulation des fonctions d�ordre sup�erieur et des primi�
tives d�e�et de bord� Il est typ�e implicitement� c��a�d� que le programmeur ne fournit pas les
informations de type qui sont reconstruites dans la phase statique pr�ec�edant l��evaluation� Le
pouvoir d�expression du noyau purement applicatif est �equivalent �a �T(Rec �donc inf�erieur �a
celui de FX�� Les arguments formels poss�edent par d�efaut un type monomorphe� la quanti��
cation universelle n��etant obtenue qu�a travers la d�e�nition de variables locales �construction
let� �

� fn x �� x �

val it � fn � �a �� �a

� �fn x �� x� � �

val it � � � int

� �fn f �� �f����f��
���� fn x �� x �

Error� operator and operand don�t agree �tycon mismatch�

operator domain� int

operand� string

in expression� f �
�

� let val id � �fn x �� x� in �id����id��
��� end �

val it � ����
�� � int � string

Le symbole � est le prompt de l�interpr�eteur� Le mot cl�e val signi�e que l�on d�e�nit
une nouvelle valeur qui sera associ�ee �a l�identi�cateur suivant val� Les symboles fn et ��

correspondent aux � et ,�- du ��calcul � L�application d�une fonction �a une valeur s��ecrit
comme en math�ematique �i�e� f�x��� Les parenth�eses autour du param�etre peuvent �etre
omises dans les cas simples� La ligne� suivant celle commen�cant par �� constitue la r�eponse
de l�interpr�eteur apr�es reconstruction du type et �evaluation de l�expression� Les variables
locales sont d�e�nies avec la construction let 
d�e�nition� in 
expression� end ��

Dans le premier cas la fonction d�identit�e se voit attribuer un type monomorphe ��a ��

�a�� On peut donc l�appliquer �a un param�etre entier ��� mais pas aux deux �el�ements d�un
couple �la deuxi�eme application� f �
�� est refus�ee�� Par contre� une fois la fonction id

d�e�nie localement� l�application aux deux �el�ements est autoris�ee� le type de l�identit�e ayant
�et�e quanti��e sur les variables de type libres� La reconstruction impose d�autre limitations�
Prenons l�exemple de la fonction in�� d�e�nie comme suit en FX �

in� � �plambda ��setof �dfunc �type� type���

�lambda ��add�one �poly ��t� type��

�subr pure �t� �setof t��� �setof t�����

�included� �poly ��t� type��

�subr pure ��setof t�� �setof t��� bool����

�plambda ��t type��

�lambda ��x t� �s �setof t���

��proj included� t� ��proj add�one t� x s� s�����

testant l�appartenance d�un �el�ement �a un ensemble� Celle�ci est abstraite sur le constructeur
d�ensembles setof et peut ainsi manipuler n�importe quelle impl�ementation des ensembles�
L��equivalent SML sans d�eclaration explicite de type est �
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� fn �add one�included� �� fn �x�s� �� included�add one�x�s��s� �

val it � fn � ��a � �b �� �c� � ��c � �b �� �d� �� �a � �b �� �d

o�u la notion d�abstraction sur le constructeur setof ne peut appara�&tre� SML o�re� gr�ace �a
l�utilisation de modules� la possibilit�e de d�e�nir une fonction in� proche de celle d�e�nie en
FX�

Le reconstructeur de type utilisant un algorithme d�uni�cation� l�auto�application n�est
pas autoris�ee sans aide explicite du programmeur� Prenons l�exemple de la fonction non
typ�ee �x��x x� �

� val Y � fn x �� x�x� �

Error� operator is not a function

operator� �S

in expression� x x

Le reconstructeur de type la refuse� n��etant pas capable d�uni�er �a �� �b avec �a� Par
contre� apr�es d�e�nition d�un type r�ecursif� l�auto�application devient possible �a condition de
manager explicitement les d�eroulages du type r�ecursif�

� datatype �a trec � func of �a trec �� �a �

datatype �a trec

con func � ��a trec �� �a� �� �a trec

La directive datatype permet de d�e�nir le type �a trec comme construit �a partir du
type �a trec �� �a et gr�ace au constructeur de type func� Le constructeur func permet
d�enrouler d�un cran un type r�ecursif� L�interpr�eteur r�epond que le type �a trec est main�
tenant pris en compte avec son constructeur� Il est possible d��ecrire la fonction Y pr�ec�edente�
L�expression func�x� repr�esente la variable x coerc�ee au type �a trec� La variable x doit
donc �etre de type �a trec �� �a�

� val Y � fn func�x� �� x�func�x�� �

val Y � fn � �a trec �� �a

Dans le chapitre suivant� nous pr�esentons un syst�eme de reconstruction des types et des
temps pour un langage purement implicitement typ�e� Les temps d�ex�ecution non statique�
ment born�es d�ecoulant uniquement de la r�ecursion� tout notre syst�eme est bas�e sur l�analyse
des expressions construites avec l�op�erateur rec�

� Conclusion

Deux principaux points sont �a retenir pour la lecture des chapitres suivants �

� Le principe du syst�eme d�e�et �typage non standard� introduit par Gi�ord et Lucassen
�GL���Lu�
� pour le langage FX� Les informations de type ne sont plus les seules �a
d�ecrire les expressions du langage� Toutes autres sortes d�informations� comme les
r�egions m�emoire� les e�ets de bord et les temps d�ex�ecution� peuvent �etre v�eri��ees
�reconstruites� statiquement et utilis�ees� �a la compilation dans un but d�optimisation�
D�etail technique sur le syst�eme d�e�et� les types des fonctions sont dot�es d�un e�et
latent� calcul�e �a la d�e�nition de la fonction� et observable au moment de l�application�

� La di��erence typage explicite�implicite� Celle�ci in�uence directement l�analyse sta�
tique des temps �a travers les probl�emes li�es �a l�auto�application�

�� �������
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Chapitre �

Reconstruction des temps

� Introduction

Bien qu�ind�ecidable� l�analyse automatique de complexit�e des algorithmes est envisageable
�a condition de choisir une description de temps assez pauvre� Pour faire un parall�ele avec le
principe d�incertitude en physique des particules� c�est en fait le temps exact de l�algorithme
qui n�est pas pr�evisible en g�en�eral� Par contre� il n�existe pas d�obstacle th�eorique �a la con�
ception d�un syst�eme g�en�eral et automatique calculant un r�esultat approch�e ou partiel� Nous
avons pris cette optique pour concevoir le syst�eme pr�esent�e dans ce chapitre� Nous n�avons
pas voulu restreindre le pouvoir d�expression du langage de programmation analys�e� Ce
dernier contient donc les principaux paradigmes de la programmation applicative �fonctions
d�ordre sup�erieur� ���� et imp�erative �cr�eation� acc�es et modi�cation d�objets en m�emoire��
L��echelle des temps choisie permet de faire la di��erence entre un temps born�e par une con�
stante �i�e� le temps d�ex�ecution des primitives et combinaisons de primitives� et un temps
non born�e� quali��e de long �i�e� temps des fonctions r�ecursives��

Les temps appartiennent �a un treillis form�e de l�ensemble des entiers positifs non nuls
auxquels on a ajout�e l��el�ement long repr�esentant une quantit�e de temps non statiquement
born�ee� L�analyseur de complexit�e est con�cu comme une extension �a la phase de reconstruc�
tion des types� Comme cette derni�ere ne constitue pas notre pr�eoccupation principale mais
juste un moyen d�obtenir les temps� les types sont r�eduits au minimum n�ecessaire pour la
reconstruction des temps� Tous les types de base �entier� bool�een� ���� sont fusionn�es dans
l�unique type de base base� Ne restent que les types des fonctions� op�erateurs ternaires sur
le type du domaine� le type du codomaine et le temps latent� Le temps latent est calcul�e
�a la d�e�nition de la fonction et repr�esente le temps maximum qu�elle peut utiliser pour
s�ex�ecuter� Ses types peuvent appara�&tre comme trop simples et donc inutiles� Il est �a noter
que notre syst�eme est con�cu pour �etre fusionn�e avec un vrai syst�eme d�inf�erence de type
et d�e�et �comme �T���TJ�
a��� Cette fusion est simple et directe� les �ots de contr�ole des
algorithmes �etant identiques�

Dans ce chapitre� nous pr�esentons le langage implicitement typ�e utilis�e avec sa s�eman�
tique dynamique �section 	�� Le programmeur ne fournit aucune information et le syst�eme
d�inf�erence �section �� reconstruit les types et les temps estim�es des expressions� La con�
sistance du syst�eme par rapport �a un mod�ele classique d��evaluation est prouv�ee �section
��� Nous donnons l�algorithme de reconstruction �section !� et prouvons sa correction �sec�
tion ��� Ensuite� nous pr�esentons le principe de r�esolution des contraintes g�en�er�ees par le
pr�ec�edent algorithme et montrons sa validit�e et sa terminaison �section 
�� En appendice�
apr�es avoir conclu� nous donnons quelques exemples�

��
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� D�e�nition du langage

La syntaxe abstraite du langage ITL� est d�e�nie �a travers le domaine des expressions �Expr��
ITL permet de d�e�nir des fonctions �lambda�� des fonctions r�ecursives �rec�� d�appliquer
une fonction �a une valeur� de cr�eer une nouvelle location m�emoire �new�� d�acc�eder �a une
valeur conserv�ee en m�emoire �get�� et en�n� de modi�er la valeur associ�ee �a une location
en m�emoire �set�� Le domaine Id est le domaine des identi�cateurs de variables�

e � Expr
e ��) i

�lambda �i� e� Abstraction
�rec �f i� e� R�ecursion
�e e� Application
�new e� Cr�eation de location
�get e� Acc�es �a une location
�set e e� Modi�cation

i � Id Identi�cateurs

A�n de compl�eter la d�e�nition d�ITL� on donne sa s�emantique dynamique� Celle�ci est
similaire �a une s�emantique standard de langage applicatif et imp�eratif� L�unique di��erence
est le maintien d�une horloge d�ecomptant le temps �ecoul�e depuis le d�ebut de l�ex�ecution�
Toutes les op�erations �el�ementaires ont �et�e consid�er�ees comme ayant un temps d�ex�ecution
de � top d�horloge� Bien s�ur� tout autre jeu de constantes peut �etre pris pour mod�eliser une
architecture pr�ecise ou un �evaluateur particulier� sans changer le principe de notre m�ethode�
La s�emantique dynamique standard est obtenue en e�a�cant les informations de comptage
du temps�

Nous commen�cons par d�e�nir les domaines s�emantiques utiles �a l�expression des r�egles�
Deux d�entre eux m�eritent attention �

� Le domaine AbStore qui n�est en fait utilis�e que dans la preuve de consistance entre
la s�emantique dynamique et la s�emantique statique� Il correspond �a un typage de la
m�emoire�

� Le domaine Clos des fermetures qui inclut� non pas un� mais deux environnements
comme dans �HMT���� Le second environnement est� soit vide si la fonction cod�ee
n�est pas r�ecursive� soit constitu�e d�une unique liaison de variable �a valeur si la fonction
l�est �cf� r�egle D�Apply��

l � Loc R�ef�erence
b � BVal ) Bool ( Num ( funitg Valeurs de base
v � Val ) Loc ( BVal ( Clos Valeurs

hi� e�E�Ei � Clos ) Id � Expr � Env � Env Fermetures
E � Env ) Id� Val Environnements
st � Store ) Loc� Val M�emoires

ST � AbStore ) Loc� Type M�emoires abstraites

Reprise de �TJ�
a�� la fonction Rec suivante est utilis�ee dans la r�egle D�Apply a�n
de d�erouler d�un cran la r�ecursion� Elle s�applique alors au second environnement des
fermetures�

�pour Implicitly Timed Language
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Rec � Env� Env

Rec�� �� ) � �

Rec��f�hi�e�E ��� �i�� ) �f�hi� e�E �� �f�hi� e�E �� � �i�i�

Les r�egles s�emantique sont constitu�ees de jugements de type �

st�E � e� v� n� st � � Store � Env� Expr � Val�Num� Store

o�u st�E � e� v�n�st � signi�e Avec la m�emoire st et dans l�environnement E l�expression e
s��evalue en la valeur v et modi�e la m�emoire en st � en n tops d�horloge�

�i�v� � E

�D
Env	

st�E � i� v� �� st

�D
Lambda	

st�E � �lambda �i� e�� hi� e�E� � �i� �� st

�D
Rec	

st�E � �rec �f i� e�� hi� e�E� �f�hi� e�E� � �i�i� �� st

st�E � e�� hi� e�E ��E ��i� n�� st�
st��E � e�� v�� n�� st�

st��E � �� Rec�E ����i�v�� � e� v� n� st �

�D
Apply	

st�E � �e� e��� v� 
 ( n ( n� ( n�� st �

st�E � e� v� n� st�
�l�v �� �� st�

�D
New	

st�E � �new e�� l� n ( 
� St��l�v�

st�E � e� l� n� st�
�l�v� � st�

�D
Get	

st�E � �get e�� v� n ( 
� st�

st�E � e�� l� n�� st�
st��E � e�� v� n�� st�

�D
Set	

st�E � �set e� e��� unit� n� ( n� ( 
� St��l�v�

Il n�existe qu�une r�egle d��evaluation par type d�expression� L�algorithme d��evaluation
est donc d�eterministe et dirig�e par la structure syntaxique des expressions� D�ecrivons ce
sch�ema d��evaluation� La r�egle D�Env indique qu�une variable s��evalue en la valeur qui lui
est associ�ee dans l�environnement E sans modi�er la m�emoire st� et ce� en un top d�horloge�
La relation � d�enote l�inclusion d�environnements ou de m�emoires �au sens de l�inclusion
des fonctions partielles�� L�op�erateur �� est la concat�enation d�environnements� La r�egle
D�Lambda indique qu�une lambda�expression s��evalue en une fermeture non r�ecursive �le
second environnement de la fermeture est vide�� Une d�e�nition r�ecursive� r�egle D�Rec�
s��evalue en une fermeture r�ecursive� Le second environnement contient alors une unique
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association de la variable f �a la fonction d�e�nie de mani�ere non r�ecursive� Lors de chaque
application� r�egle D�Apply� cet environnement suppl�ementaire est ,d�eroul�e- d�un cran et
permet ainsi la r�ecursion� L�expression new� r�egle D�New� ajoute �a la m�emoire une nouvelle
association location �a valeur� L�expression get� r�egle D�Get� permet d�acc�eder �a la valeur
conserv�ee en m�emoire �a une location donn�ee� En�n� la r�egle D�Set sp�eci�e la modi�cation
d�une valeur conserv�ee en m�emoire�

Signalons qu�il n�y a pas de r�egle d��evaluation pour les tests� Le noyau applicatif de notre
langage est assez puissant pour permettre de les exprimer par une imbrication de fermeture�


 Syst�eme d	inf�erence des types et des temps

Le syst�eme d�inf�erence sp�eci�e la fa�con d�associer le type et le temps �a chaque expression
d�un programme� Il reprend les principes du syst�eme d�e�ets de Lucassen �Lu�
�� mais est
plus proche de la reconstruction des r�egions et des e�ets telle que l�ont propos�ee Talpin et
Jouvelot �TJ�
a��� Le principe est d�inclure dans le type des fonctions un temps latent� Le
temps latent mod�elise le temps maximum n�ecessaire aux fonctions d�ecrites par ce type pour
s�ex�ecuter�

Le syst�eme est constitu�e d�un jeu de r�egles utilisant de nouveaux domaines propres �a
l�expression des types et des temps� Un temps �m� peut �etre un entier strictement positif�
la valeur sp�eciale long� la somme de deux temps ou le produit d�un temps par un entier�
La variable � repr�esente les variables d�uni�cation de temps utilis�ees dans l�algorithme de
reconstruction� Un type �t� peut �etre l�unique type de base base �d�ecrivant les bool�eens�
les entiers� ����� le type d�une fonction ou le type d�une r�ef�erence en m�emoire� Une fonction

de type t�
m
��t� est de domaine t�� de codomaine t� et de temps latent m� Les variables

d�uni�cation de type sont repr�esent�ees par � � L� environnement de type T lie des identi��
cateurs de variable �a des types�


 � Descr

 ��) t j m

m � Time
m ��) � j � j � j ��� j long

m�m j n�m j �

t � Type
t ��) base

t
m
��t j ref t j �

n � Num

T � TEnv ) Id� Type

On peut voir l�ensemble des temps muni de l�op�erateur de sommation ��� comme une
alg�ebre ACZ� c��a�d� une alg�ebre o�u la loi est associative� commutative et poss�ede un �el�ement

�Le syst�eme de Lucassen est con�cu� au d�epart� pour un typage totalement explicite� Le principe de
reconstruction de Talpin et Jouvelot est totalement implicite� En fait� ces deux syst�emes ont en commun la
notion de r�egion� d�e�et et d�e�et latent�
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absorbant� Le z�ero est la valeur long� Les deux derni�eres r�egles sp�eci�ent des simpli�cations
utilis�ees pour l�expression des temps et n�ajoutent pas de propri�et�e �a l�alg�ebre�

m��m� �m��m� Commutativit�e
m�� �m��m��� �m��m���m� Associativit�e

m� long� long El�ement absorbant

m��m� �m� ( m� ssi mi �) long Additivit�e
m�n�m� �n ( 
��m Factorisabilit�e 



�m�m Factorisabilit�e 	

La relation d�inclusion sur les temps est directe� Elle est constitu�ee de la relation d�ordre
sur les entiers �etendue �a la valeur long comme sup�erieure �a toutes les autres�

m v m � ��

�
vrai si m � � long

m � m � sinon

L�int�er�et d�une telle alg�ebre est mis en lumi�ere par l��equation m � m�m�� De fait�
quelle que soit la valeur de m�� la seule valeur possible pour m est long �car 	 n�est pas un
temps�� C�est cette propri�et�e qui permet d�associer un temps long aux fonctions r�ecursives
car produisant toujours des �equations de cette forme �cf� r�egle S�Rec��

La relation d��equivalence sur les types est simple� modulo celle existant sur les temps� Les
types des fonctions sont �equivalents� r�egle E�Subr� si les types du domaine et du codomaine
le sont et si les deux temps sont �equivalents modulo les axiomes pr�ec�edents� Les types des
r�ef�erences sont �equivalents� r�egle E�Ref� si les types des objets r�ef�erenc�es le sont�

t� � t� �

t� � t� �

m � m �

�E
Subr	

t�
m
��t� � t� �

m �

��t� �

t � t �

�E
Ref	

ref t � ref t �

Les r�egles du syst�eme de typage utilisent un jugement de forme T � e � t .m signi�ant �
dans l�environnement de typage T
 l�expression e est de type t et s�ex�ecutera en un temps
inf�erieur �a m�

T � e � t .m � TEnv � Expr �Type �Time

Suivent les r�egles de typage des expressions� Une variable i� r�egle S�Env� li�ee au type t
dans l�environnement T� est de type t et a pour temps �� On consid�ere que le temps d�acc�es
�a une valeur �a travers l�environnement est constant� Cela n�est �evidemment vrai que dans les
impl�ementations e�caces �tables de hachage�� Noter� dans la r�egle S�Lambda� que le temps
de l�expression e devient le temps latent de la fonction� Le m�eme principe est utilis�e pour
les d�e�nitions r�ecursives� r�egle S�Rec� Mais� m� peut ici �etre d�e�ni en fonction de lui�m�eme
�dans le cas d�une fonction e�ectivement r�ecursive� et mener �a la solution long� Lors de
l�application� r�egle S�Apply� on ajoute aux temps des expressions e� et e� le temps latent
de la fonction r�esultat de l��evaluation de e�� Les r�egles de typage des primitives d�e�et de
bord sont directes� En�n� la r�egle S�Takes est une r�egle d�inclusion de temps� Elle a�rme
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que si le temps d�ex�ecution de e est major�e par m� alors il est major�e par tout temps m �

plus grand� Cette r�egle cl�e de ce syst�eme est acceptable car conservative� Elle permet� dans
la r�egle d�application S�Apply �o�u l��egalit�e des types de l�argument et du param�etre formel
est requise�� d�utiliser en argument une fermeture de temps latent sup�erieur a�n de rendre
l�egale et donc typable l�application�

�i � t� � T

�S
Env	

T � i � t . �

T�i � t�� � e � t� .m

�S
Lambda	

T � �lambda �i� e� � t�
m
��t� . �

T�f � t�
m���t�� i � t�� � e � t� .m�

�S
Rec	

T � �rec �f i� e� � t�
m���t� . �

T � e� � t�
m
��t� . m�

T � e� � t� . m�

�S
Apply	

T � �e� e�� � t� . m��m��m� �

T � e � t .m

�S
New	

T � �new e� � ref t . m� �

T � e � ref t .m

�S
Get	

T � �get e� � t . m� �

T � e� � t� .m�

T � e� �ref t� .m�

�S
Set	

T � �set e� e�� � base . m��m�� �

T � e � t . m
m v m �

�S
Takes	

T � e � t . m �

Les deux jeux de r�egles s�emantiques �dynamique et statique�� apparaissent comme na�
turellement consistants� Cela reste �evidemment �a prouver�

� Preuve de consistance

Dans cette section nous pr�esentons la preuve de consistance entre la s�emantique dynamique
et la s�emantique statique� Pour cela� quelques d�e�nitions et une propri�et�e de consistance
entre les valeurs r�esultats d��evaluation et les types sont n�ecessaires� Notre langage disposant
de primitives d�e�ets de bord� nous utilisons l�induction de point �xe maximal pour prouver
quelques lemmes�
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��� Consistance des types et des valeurs

Le principe de preuve de consistance entres les s�emantiques dynamique et statique est de
montrer que le type d�une expression quelconque est consistant avec la valeur en laquelle
l�expression s��evalue� Par exemple� le programme �� � �� a pour type int et s��evalue
en la valeur �� On accepte sans inqui�etude que la valeur � ait le type int� Cela n�est
malheureusement pas aussi simple pour toutes les valeurs� D�e�nir une relation de consistance
entre les valeurs et les types revient en fait �a typer les valeurs� Avant de donner cette relation�
quelques d�e�nitions sont n�ecessaires�

D�e�nition ���� �M�emoire typ�ee� Une m�emoire typ�ee est un couple compos�e d�une m�e

moire st et d�une m�emoire abstraite ST telles que dom�st� ) dom�ST�	 On la note st
�ST	

Il peut para�&tre surprenant que la consistance des valeurs conserv�ees dans st avec les
types contenus dans ST ne soit pas impos�ee dans cette d�e�nition� Cela n�est pas utile car
cette propri�et�e est impos�ee plus loin dans la relation de consistance des valeurs et des types
���

��

D�e�nition ���� �Inclusion� On dit qu�une m�emoire typ�ee
 st � ST
 est incluse dans une
autre
 st � �ST �
 ce que l�on note st �ST � st � � ST �
 ssi st � st � et ST � ST �	

Il s�agit juste de l�extension de la relation d�inclusion de fonctions aux paires de fonc�
tions� Nous pouvons maintenant d�e�nir les relations de consistance� La premi�ere exprime
la consistance entre les valeurs et les types� Elle est structurelle sur les valeurs et est bas�ee
sur les r�egles du syst�eme de typage�

Propri�et�e ���
 �j) ��

st �ST j) v � t �� si v ) b alors t � base

si v ) hi� e�E� � �i

alors �t�� t��m�T t�q� t � t�
m
��t� �

st � ST j) E � T �T�i � t�� � e � t� .m

si v ) hi� e�E� �f�hi� e�E� � �i�i

alors �t�� t��m�T t�q� t � t�
m
��t� �

st � ST j) E � T �T�f � t�
m
��t�� i � t�� � e � t� .m

si v ) l

alors �v �� t � t�q� t � ref t � �

�l�v �� � �l � t �� � st �ST � st � ST j) v � � t �

st � ST j) E � T �� dom�E� ) dom�T� � �i � dom�E�� st �ST j) E�i� � T�i�

La deuxi�eme relation exprime la consistance entre les temps escompt�es et les temps
d�ex�ecution r�eels� C�est une extension de la relation � au temps long�

Propri�et�e ���� �j)��

j) n �m �� si m � long alors vrai

si m �� long alors n � m
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Reste une d�e�nition� la succession� C�est une inclusion de m�emoires typ�ees qui conserve
les propri�et�es de consistance entre les valeurs et les types�

D�e�nition ���� �Succession� Une m�emoire typ�ee
 st � � ST �
 succ�ede �a une pr�ec�edente

st �ST
 ce que l�on note st �ST v st � � ST �
 ssi�

ST � ST �

�v� t� st � ST j) v � t � st � � ST � j) v � t

��� Induction de point �xe maximal

Les primitives d�e�ets de bord permettent de cr�eer des cycles dans les structures de donn�ees
contenues en m�emoire� Cet entrelacement des valeurs oblige� dans toutes les propri�et�es de
consistance avec les types� �a utiliser le principe d�induction de point �xe maximal �Voir
chapitre 	� section 	���� Cela implique la d�e�nition d�une fonction monotone repr�esentant
la relation de consistance entre les valeurs et les types�

On d�e�nit l�ensemble U comme l�univers des quadruplets �st �ST�v�t� et �st �ST�E�T� pos�
sibles �

U ) U� � U�

U� � Store �AbStore � Val�Type

U� � Store �AbStore � Env� TEnv

La fonction F � repr�esentant la relation de consistance� est d�e�nie sur des ensembles Q�
parties de U �

F � P�U � �� P�U�

Q� �Q� ��� F��Q� �Q�� � F��Q� �Q��

Les composantes de F � F� et F�� sont construites �a partir des deux composantes de
la relation de consistance entre les valeurs et les types� La relation st � ST j) v � t est rem�
plac�ee par l�appartenance du quadruplet correspondant� �st �ST�v�t�� �a l�ensembleQ� � m�eme
principe pour st � ST j) E �T��

F��Q� �Q�� ) f�st�ST� v� t�j

si v ) b alors t � base

si v ) hi� e�E� � �i

alors �t�� t��m�T t�q� t � t�
m
��t� �

�st�ST�E�T� � Q� �T�i � t�� � e � t� .m

si v ) hi� e�E� �f�hi� e�E� � �i�i

alors �t�� t��m�T t�q� t � t�
m
��t� �

�st�ST�E�T� � Q� �T�f � t�
m
��t�� i � t�� � e � t� .m

si v ) l

alors �v �� t � t�q� t � ref t � �

�l�v �� � �l � t �� � st �ST � �st�ST� v �� t �� � Q�g



	� PREUVE DE CONSISTANCE �


F��Q� �Q�� ) f�st�ST�E�T�j

dom�E� ) dom�T� � �i � dom�E�� �st�ST�E�i��T�i�� � Q�g

Noter que l�on peut d�e�nir F en utilisant les r�egles d��evaluation plut�ot que les r�egles
de typage� Cela dit� l�op�erateur F tel qu�il est d�e�ni est monotone sur le treillis form�e des
parties de Uet ordonn�e par la relation d�inclusion� Il n�est donc pas abusif de parler de plus
petit ou plus grand point �xe de F �

Propri�et�e ��	� �Monotonicit�e� L�op�erateur F est monotone sur le treillis form�e de l�en

semble P�U� et ordonn�e par l�inclusion �	

Preuve Soient deux ensembles quelconques de triplets Q et Q �tels que Q � Q �� Montrer
que F est monotone consiste �a montrer que la relation d�inclusion est conserv�ee par F�c�a�d�
F�Q� � F�Q ���� Il y a deux cas�

Cas q� ) �st�ST� v� t�

Supposons que q� � F��Q�� on en d�eduit que

� si v ) b alors t � base et donc q� � F��Q ���

� si v ) hi� e�E� � �i alors t � t�
m
��t� et il existe T t�q� �st�ST�E�T� � Q� et T�i�t�� � e �

t� .m� Donc� par inclusion� �st�ST�E�T� � Q�
� et q� � F��Q ���

� si v ) hi� e�E� �f�hi� e�E� � �i�i alors t � t�
m
��t� et il existe T t�q� �st�ST�E�T� � Q�

et T�f�t�
m
��t��i � t�� � e � t� .m� Donc� par inclusion� on a �st�ST�E�T� � Q�

� et q� �
F��Q ���

� si v ) l alors t � ref t � et �l�v �� � �l � t �� � st �ST et �st�ST� v �� t �� � Q�� Par inclusion�
on a �st�ST� v �� t �� � Q�

� et q� � F��Q ���

Cas q ) �st�ST�E�T�

Supposons que q� � F��Q�� on en d�eduit que dom�E� ) dom�T� et �i � dom�E� nous avons
�st�ST�E�i��T�i�� � Q�� Par inclusion� on sait que �st�ST�E�i��T�i�� � Q�

� et donc que
q� � F��Q ���

Prouver la F�consistance �consistance en regard de la relation repr�esent�ee par la fonction
F� d�un ensemble de quadruplets se r�esume �a montrer qu�il est inclus dans son image par
F � Tout ensemble de quadruplets ayant cette propri�et�e est un sous�ensemble du point �xe
maximal de F� Pour les propri�et�es n�ecessitant ce type de preuve� on construit l�ensemble
de quadruplet correspondant et l�on d�emontre sa qualit�e de point �xe maximal�

��� Lemmes pr�eliminaires

Quelques lemmes nous sont utiles pour la d�emonstration de consistance� Le premier n�est
que la r�e�ecriture de la d�e�nition ��
��

Lemme ��	�

st � ST v st � �ST �

st � ST j) v � t

�
� st � � ST � j) v � t
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Preuve V�eri��e par d�e�nition�

Le second est l�extension du premier aux environnements d��evaluation et aux environ�
nements de typage�

Lemme ��		

st �ST v st � � ST �

st �ST j) E � T

�
� st � �ST � j) E � T

Preuve Depuis st �ST j) E �T et par la relation ��

 nous savons que dom�E� ) dom�T�
et �i � dom�E�� st �ST j) E�i� � T�i�� Par le lemme ��	
� on d�eduit que st � � ST � j) E�i� �T�i�
et donc� �a nouveau par la relation ��

� que st � � ST � j) E �T�

Le lemme ��	� atteste de la transitivit�e de la relation de succession dont jouissent les
m�emoires typ�ees�

Lemme ��	� �Transitivit�e�

st � ST v st � �ST �

st � � ST � v st �� � ST ��

�
� st � ST v st �� � ST ��

Preuve Des deux hypoth�eses� on d�eduit que st � st �� st � � st �� et que pour toute valeur
v� pour tout type t� les deux implications suivantes sont v�eri��ees�

st � ST j) v � t � st � �ST � j) v � t

st � � ST � j) v � t � st �� �ST �� j) v � t

On en d�eduit directement que st � st �� et �v� t� st �ST j) v � t� st �� �ST �� j) v � t�

Le lemme ��	� a�rme qu�en fait l�inclusion de m�emoires typ�ees est su�sante car conserve
les propri�et�es de consistance�

Lemme ��	� �Expansion�

st �ST � st � �ST � � st �ST v st � � ST �

Preuve La m�emoire st � est constitu�ee de la m�emoire st �etendue avec de nouvelles asso�
ciations r�ef�erence �a valeur� Celles�ci pouvant introduire des cycles� l�utilisation du principe
d�induction de point �xe maximal s�av�ere n�ecessaire� En fait� il su�t de prouver que �

st �ST � st � � ST � )� ��v� t� st �ST j) v � t� st � �ST � j) v � t�

Pour cela� on d�e�nit Q ) Q� �Q� avec

Q� ) f�st ��ST �� v� t�jst �ST j) v � tg

Q� ) f�st ��ST ��E�T�jst �ST j) E �Tg

Il ne reste plus qu��a prouver l�inclusion Q � F�Q�� Soit q � Q�

Cas q � Q�

q est de la forme �st � �ST ��v�t� et tel que st �ST j) v � t�
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� si v ) b alors t � base donc q � F��Q�

� si v ) hi� e�E� � �i alors t � t�
m
��t� et �T t�q� st � ST j) E �T et T�i�t�� � e � t� .m� Cela

nous su�t pour dire que �st ��ST ��E�T� � Q� et donc que q � F��Q��

� si v ) hi� e�E� �f�hi� e�E� � �i�i alors t � t�
m
��t� et �T t�q� st �ST j) E � T et T�f�t�

m
��

t��i � t�� � e � t� .m� De m�eme que pr�ec�edemment� �st ��ST ��E�T� � Q� et q � F��Q��

� si v ) l alors t � ref t � et �l�v �� � �l � t �� � st �ST et st �ST j) v � � t �� Par la d�e�nition
de Q�� on a �st ��ST �� v �� t �� � Q� et par inclusion �l�v �� � �l � t �� � st � �ST �� On en
d�eduit que q � F��Q��

Cas q � Q�

q est de la forme �st � �ST ��E�T� et tel que st �ST j) E � T� De la d�e�nition ��

� on sait
que dom�E� ) dom�T� et �i � dom�E�� st �ST j) E�i� � T�i�� On en d�eduit que pour tout i�
�st�ST�E�i��T�i�� � Q� et donc que q � F��Q��

Le dernier lemme concerne la modi�cation d�une r�ef�erence en m�emoire� Une a�ectation
valide �d�un point de vue typage� ne d�etruit pas les propri�et�es de consistance�

Lemme ��	� �Modi�cation�

st �ST j) v� �ST�l��� st �ST v St�l��v�� � ST

Preuve Pour la m�eme raison que dans la preuve pr�ec�edente� on utilise le principe
d�induction de point �xe maximal� On doit d�emontrer que Q � F�Q� avec les d�e�nitions
suivantes �

Q ) Q� �Q�

Q� ) f�st ��ST� v� t�jst � ST j) v � tg

Q� ) f�st ��ST�E�T�jst �ST j) E � Tg

avec st � ST j) v� �ST�l��

et St � ) St�l��v��

Cas q � Q�

q est de la forme �st � �ST�v�t��

� si v ) b alors t � base donc q � F��Q�

� si v ) hi� e�E� � �i alors t � t�
m
��t� et �T t�q� st � ST j) E �T et T�i�t�� � e � t� .m� On

en d�eduit que �st ��ST�E�T� � Q� et que q� � F��Q��

� si v ) hi� e�E� �f�hi� e�E� � �i�i alors t � t�
m
��t� et �T t�q� st �ST j) E � T et T�f�t�

m
��

t��i � t�� � e � t� .m� De m�eme� on en d�eduit que �st ��ST�E�T� � Q� et que q� � F��Q��

� si v ) l alors t � ref t � et �l�v �� � �l � t �� � st �ST et st � ST j) v � � t �� De la proposition
st � ST j) v� � ST�l��� on d�eduit que st � ST j) st ��l� � t � puis que �st � �ST�st ��l��t �� � Q�

et en�n que �st � �ST�l�ref t �� � F��Q�� Si l ) l� la d�emonstration est identique et
s�appuie sur st �ST j) v� �ST�l�� et St � ) St�l��v���

Cas q � Q�

q est de la forme �st � �ST ��E�T�� De la d�e�nition ��

� on sait que dom�E� ) dom�T�
et �i � dom�E�� st � ST j) E�i� � T�i�� Donc� pour tout i � dom�E� on a �st � �ST ��E�i��T�i��
� Q� donc q � F��Q��
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��� Consistance

Le th�eor�eme peut �etre interpr�et�e comme suit � Si les deux environnements ��evaluation et
typage� sont consistants� si l�expression e a pour type t et pour temps m et si l�expression
e s��evalue en la valeur v� la m�emoire st � et un temps d�ex�ecution de n alors il existe une
m�emoire typ�ee succ�edant �a celle du d�epart comprenant st �� la valeur v est consistante avec
le type t et le temps d�ex�ecution n est consistant avec le temps m� Il est �a noter que le
th�eor�eme ne s�applique que si l��evaluation de l�expression termine�

Th�eor
eme ��	� �SDC� Soient st et st �des m�emoires
 ST une m�emoire abstraite
 e une
expression
 T un environnement de type
 t un type
 m un temps
 E un environnement
 v
une valeur et n un entier
 alors l�implication suivante est v�eri��ee �

st � ST j) E � T
T � e � t .m
st�E � e� v� n� st �

��
� )� �ST � t�q�

��
	

st �ST v st � � ST �

st � �ST � j) v � t
j) n �m

La preuve ne pr�esente pas de di�cult�e majeure� Le lecteur press�e peut se contenter des
cas rec� set et de l�application�

Preuve Par analyse des cas et induction sur le temps d��evaluation des expressions�

Cas e ) i
De la r�egle S�Env et T � i � t .m� on sait que m � 
 et que �i � t� � T� De la r�egle D�Env et
st�E � i� v�n�st �� on sait que n ) 
� st ) st � et �i�v� � E� En posant ST � ) ST� il d�ecoule
directement que j) n �m et que st �ST j) �i�v� � �i � t� donc que st � ST j) v � t�

Cas e ) �lambda �i� e�

De S�Lambda et T � �lambda �i� e� � t .m� on sait que m � 
 et t � t�
m l��t� et T�i�t�� � e �

t� .ml� De D�Lambda et st�E � �lambda �i� e�� v�n�st �� on sait que n ) 
� v ) hi� e�E� � �i
et st ) st �� En posant ST � ) ST� il d�ecoule directement que j) n �m� De l�hypoth�ese st �
ST j) E � T et de la relation ��

� on d�eduit que st �ST j) v � t�

Cas e ) �rec �f i� e�

De S�Rec et T � �rec �f i� e� � t .m� on sait que m � 
 et t � t�
m l��t� et T�f�t�

m l��t��i
� t�� � e � t� .m l� De D�Rec et st�E � �rec �f i� e�� v�n�st �� on sait que n ) 
� st ) st � et
v ) hi� e�E� �f�hi� e�E� � �i�i� On a directement j) n �m� On pose ST � ) ST� De l�hypoth�ese
st �ST j) E � T et de la relation ��

� on d�eduit que st �ST j) v � t�

Cas e ) �e� e��

De S�Lambda et T � �e� e�� � t .m� on sait que t � t�� m � m� � m� �m l � 
� T � e� � t�

.m� et T � e� � t�
m l��t� .m�� De D�lambda et st�E � �e� e��� v�n�st �� on sait que�

�


	

n ) n� ( n� ( n � ( 

st��E � �� Rec�E ����i�v�� � e� v� n �� st � �a�
st��E � e�� v�� n�� st�
st�E � e�� hi� e�E ��E ��i� n�� st�

Par induction sur n�� on sait qu�il existe ST� t�q���
	

st � ST v st� �ST� �d�

st� � ST� j) hi� e�E ��E ��i � t�
m l��t� �e�

j) n� �m�



	� PREUVE DE CONSISTANCE !


Gr�ace au lemme ��		� la proposition �d� implique st� �ST� j) E �T� Par induction sur n��
on sait qu�il existe ST� t�q� ��

	
st� �ST� v st� �ST� �g�
st� �ST� j) v� � t�
j) n� �m�

Ici� se pr�esentent deux cas � E �� ) � � ou E �� ) �f�hi� e�E �� � �i��

� E �� ) � � De la proposition �e� et la relation ��

� on sait qu�il existe T � t�q� st� �
ST� j) E � � T � et T ��i � t�� � e � t� .m l� Comme Rec�E ��� ) Rec�� �� ) � �� la propo�
sition �a� se r�e�ecrit st��E ��i�v�� � e� v�n ��st �� Le lemme ��		 et la proposition
�g� impliquent st� �ST� j) E � �T � et st� �ST� j) v� � t� implique st� �ST� j) E ��i�v��
� T ��i � t��� Maintenant� par induction sur n �� nous savons qu�il existe ST � t�q���

	
st� �ST� v st � �ST �

st � � ST � j) v � t�
j) n � �m l � j) n�m

On constate que l�on a bien st � ST v st � �ST � par transitivit�e �lemme ��	�� et aussi
st � � ST � j) v � t�

� E �� ) �f�hi� e�E �� � �i� De la proposition �e� et de la relation ��

� on sait qu�il ex�

iste T � t�q� st� �ST� j) E � �T � et T ��f �m l
t���t� i � t�� � e � t� .m l� Comme Rec�E ��� )

�f�hi� e�E ��E ��i�� la proposition �a� se r�e�ecrit alors st��E ��f�hi�e�E ��E ��i i�v�� � e
� v�n ��st �� Les proposition �e�� �g� et le lemme ��	
 impliquent que st� �ST� j)

hi�e�E ��E ��i �m l
t���t�� Du lemme ��		 et la proposition �g�� on sait que st� �ST� j)

E � �T � et st� � ST� j) v� � t� implique st� � ST� j) E ��f�hi�e�E ��E ��ii�v�� �T ��f �m l
t���

t� i � t��� Maintenant� par induction sur m �� nous savons qu�il existe ST � t�q���
	

st� �ST� v st � �ST �

st � � ST � j) v � t�
j) n � �m l � j) n�m

De m�eme� on constate que l�on a bien st � ST v st � �ST � par transitivit�e �lemme ��	��
et aussi st � �ST � j) v � t�

Cas e ) �new e�
De S�New et T � �new e� � t .m� on sait que m � m�� 
� t � ref t� et T � e� � t� .m�� De
D�New et st�E � �new e�� v�n�st �� on sait que v ) l� n ) n� ( 
� st � ) st��l�v� et st�E � e
� v��n��st�� Par induction sur n�� on d�eduit qu�il existe ST� t�q���

	
st � ST v st� � ST�

st� �ST� j) v� � t�
j) n� �m� � j) n �m

Soit ST �la m�emoire typ�ee ST��l � t��� La proposition st� � ST� v st � �ST � est alors v�eri��ee�
De la relation ��

 et st � �ST � j) l� �ref t� on sait que st � � ST � j) v � t�

Cas e ) �get e�

De S�Get et T � �get e� � t .m� on sait que m � m�� 
 et T � e� � ref t .m�� De D�Get et
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st�E � �get e�� v�n�st �� on sait que n ) n� ( 
� �l�v� � st � et st�E � e�� l�n��st
�� Par

induction sur n�� on en d�eduit qu�il existe st � t�q���
	

st � ST v st � �ST �

st � � ST � j) l � ref t �a�
j) n� �m� � j) n�m

La proposition �a� et la relation ��

 impliquent que �l�v� � �l � t� � st � � ST � et st � �ST � j) v
� t�

Cas e ) �set e� e��

De S�Set et T � �set e� e�� � t.m� on sait que t � base� m � m� � m� � 
� T � e� � t�
.m� et T � e� �ref t� .m�� De D�Set et st�E � �set e� e��� v�n�st �� on sait que v ) unit�
n ) n� ( n� ( 
� st � ) st��l�v�� st��E � e�� v�n��st� et st�E � e�� l�n��st�� Par induction
sur n�� on d�eduit qu�il existe ST� t�q���

	
st �ST v st� � ST� �a�
st� �ST� j) l � ref t� �b�
j) n� �m� �c�

Gr�ace au lemme ��		� la proposition �a� implique st� � ST� j) E � T� On peut maintenant
faire une induction sur n�� ce qui nous donne qu�il existe ST � ) ST� t�q���

	
st� � ST� v st� � ST� �d�
st� � ST� j) v � t�
j) n� �m� et �c�� j) n �m

les propositions �b� et �d� impliquent st� � ST� j) l �ref t�� Comme l � dom�st��� on utilise
le lemme ��	� pour d�eduire que st� � ST� v st��l�v� �ST�� De plus� st � �ST � j) unit �base
est v�eri��ee�

� Algorithmes

Nous pr�esentons� dans cette section� le principe de reconstruction des types et des temps�
Nous pr�esentons d�abord l�algorithme d�uni�cation utilis�e puis continuons par l�algorithme
de reconstruction�

	�� Algorithme d�uni�cation

Il s�agit d�un uni�cateur syntaxique �a la Robinson �R�!�� Il rend en r�esultat la substitution
la plus g�en�erale �i�e� celle qui appliqu�ee �a l�une des deux descriptions� fournit l�uni�cateur
le plus g�en�eral��

U � �Descr�� �� Subst

U�
�
 �� � case �
�
 �� in

�base�base� �� ��

���t� or �t��� �� if � � FV�t� then FAIL else ��nt�

�t�
m
��t��t� �

m �

��t� �� �� let s� � U�t��t� ��
let s� � U�s�t��s�t� ��
let s� U�s��s�m��s��s�m

���




� ALGORITHMES !�

ss�s�
�ref t�ref t �� �� U�t�t ��
���m� or �m��� �� if � � FV�m� then FAIL else ��nm�
else �� FAIL

Il est �a noter que cet algorithme est con�cu pour uni�er des types� S�il accepte aussi
des temps� c�est uniquement pour uni�er des temps latents� Ces derniers sont toujours
repr�esent�es par des variables d�uni�cation dans l�algorithme de reconstruction� Nous n�avons
donc pas �a uni�er des sommes de temps ��� en respectant le caract�ere ACZ de leur alg�ebre�

	�� Algorithme de reconstruction

L�algorithme de reconstruction des types et des temps utilise l�algorithme d�uni�cation
pr�ec�edent pour calculer un quadruplet form�e d�un type� d�un temps� d�une substitution
et d�un ensemble de contraintes� L�ensemble de contraintes est constitu�e d�in�equations�
not�ees c� de la forme � 	

L
imi�

c �Const ) Time� Time Contraintes

Cet ensemble de contraintes admet toujours plusieurs solutions� Celles�ci s�ordonnent
suivant une extension simple de l�ordre sur les temps� La plus petite parmi l�ensemble des
solutions correspond �a la solution recherch�ee� En e�et� il s�agit de la plus g�en�erale au sens
de la relation d�inclusion des temps induite par la r�egle S�Takes�

L�algorithme fonctionne par induction sur la structure des expressions� On suppose que
les expressions sont ��renomm�ees a�n d��eviter les con�its de noms des identi�cateurs� On
consid�ere les substitutions comme capables de g�erer divers types de donn�ees� �a savoir les
types� les temps� les environnements ou les ensembles de contraintes� En�n� l�algorithme
fournit des quadruplets dans lesquels la substitution a d�ej�a �et�e appliqu�ee aux autres mem�
bres�

R � TEnv � Expr �� Type� Time� Subst �Const

R�T�e� � case e in

i �� if �i � t� � T then �t������
� else FAIL

�lambda �i� e�
�� let �t�m�s�c� � R�T�i�� ��e� where � is FRESH

�s�
�
��t���s�c�f�	mg� where � is FRESH

�rec �f i� e�

�� let �t�m�s�c� � R�T�f���
�
�����i � ����e� where ��� �� and � are FRESH

let s �� U�t�s���

�s ��s��
s�
��t����s �s�s ��c�fs�	mg��

�e� e�� �� let �t��m��s��c�� � R�T�e��
let �t��m��s��c�� � R�s�T�e��

let s� � U�s�t��t�
�
���� where � and � are FRESH

�s���s������m�� s�m���s�s�s��s��c�� s�c���
�new e� �� let �t�m�s�c� � R�T�e�

�ref t�m� ��s�c�

�get e� �� let �t�m�s�c� � R�T�e�
let s �� U�t�ref �� where � is FRESH

�s ���s �m� ��s �s�s �c�
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�set e� e��
�� let �t��m��s��c�� � R�T�e��

let �t��m��s��c�� � R�s�T�e��
let s � U�s�t��ref t��
�base�s�s�m��m�� ���ss�s��s�s�c�� c���

else �� FAIL

Dans le cas de l�application� l�algorithme reconstruit le type et le temps de l�expression
en place fonctionnelle� Ensuite� il reconstruit ceux de l�argument avec un environnement
o�u les substitutions de variables sont propag�ees� Une uni�cation est n�ecessaire pour assurer
l�accord du type de l�argument avec celui du domaine de la fonction�

En s�abstrayant de la complexit�e de l�algorithme d�uni�cation� on peut consid�erer que
l�algorithme de reconstruction est de complexit�e lin�eaire en la taille du programme� Il y a
une �etape d�induction par expression� Le nombre de contraintes contenues dans l�ensemble
r�esultat est aussi lin�eaire en la taille du programme� En e�et� les contraintes ne sont
introduites qu�une �a une et uniquement par les expressions lambda et rec� Comme les
variables d�uni�cation sont introduites de fa�con analogue et que l�algorithme d�uni�cation
n�en ajoute pas� les substitutions sont aussi de tailles lin�eaires en la taille du programme�

Comme nous l�avons d�ej�a pr�ecis�e� notre algorithme de reconstruction n�est con�cu que
comme une extension �a un reconstructeur classique de type� Il faut noter cependant qu�il
ne limite pas le pouvoir d�expression du langage� Tout programme typable est correct du
point de vue reconstruction des temps� L�argument informel en faveur de cette propri�et�e
est qu�un programme dont le type est correct peut �etre ex�ecut�e� Son temps d�ex�ecution
est �equivalent �a celui que nous fournit la s�emantique dynamique avec comptage� Comme
celle�ci est prouv�ee coh�erente avec le syst�eme statique� le temps reconstruit majore bien
le temps r�eel d�ex�ecution� Il ne nous reste qu��a prouver que l�algorithme propos�e est bien
l�impl�ementation du syst�eme statique pr�esent�e pr�ec�edemment�


 Correction

Cette section est consacr�ee �a la preuve de correction de l�algorithme de reconstruction par
rapport �a la s�emantique statique� Pour cela� on doit �etablir que les r�esultats de l�algorithme
sont bien sp�eci��es par le syst�eme de typage �Coh�erence� et que toutes les solutions sp�eci��ees
par le syst�eme de typage sont e�ectivement calcul�ees par l�algorithme �Compl�etude��

Il est �a noter� tout d�abord� que la s�emantique statique ne sp�eci�e que des types et des
temps fondamentaux� i�e� sans variable d�uni�cation� Cette propri�et�e n�est �evidemment pas
v�eri��ee pour les types et les temps fournis par l�algorithme� Ces derniers� contenant des
variables d�uni�cations d�e�nissent donc implicitement des familles de types et de temps
fondamentaux� Nous devons donc �etablir une correspondance entre les types et temps
sp�eci��es par le syst�eme et les familles de types et de temps exprim�ees par les r�esultats de
l�algorithme� Pour cela� nous d�e�nissons deux substitutions particuli�eres �

D�e�nition ��	
 �Mod
ele� Un mod�ele
 not�e M
 est une substitution associant des vari

ables d�uni�cation de temps avec des temps fondamentaux	

D�e�nition ��	� �R�ealisation� Une r�ealisation
 not�ee S
 est une substitution associant
des variables d�uni�cation de type avec des types fondamentaux	


�� Correction de l�uni�cation

L�algorithme d�uni�cation suit les principes d�uni�cation de Robinson �R�!� et jouit donc
de bonnes propri�et�es� Nous ne les �enon�cons que bri�evement�



�� CORRECTION !!

Th�eor
eme ��	� �Terminaison� L�algorithme d�uni�cation termine	

Preuve L�algorithme fonctionne par induction sur la structure des types� Ceux�ci ne
poss�edent qu�un nombre d�imbrications �ni�

Th�eor
eme ���� �Coh�erence� Si s ) U�t��t�� alors les types t� et t� sont uni�ables et
st� � st�	

Th�eor
eme ���� �Compl�etude� Si s ) U�t��t�� alors pour toute substitution s � telle que
s �t� � s �t� il existe une substitution s ��telle que s � ) s ��s	

Preuve �Coh�erence et Compl�etude�
L�algorithme d�uni�cation suit les principes de l�uni�cation �a la Robinson et jouit donc des
m�emes propri�et�es�


�� Correction de la reconstruction

Les th�eor�emes suivant expriment la terminaison� la coh�erence et la compl�etude de l�algori�
thme de reconstruction�

Th�eor
eme ���	 �Terminaison� L�algorithme de reconstruction termine	

Preuve L�algorithme parcourt structurellement les expressions� ce qui correspond �a un
parcours d�arbre de hauteur �nie�

Avant d��enoncer les th�eor�emes de coh�erence et de compl�etude� nous avons besoin d�une
d�e�nition et d�un lemme suppl�ementaires�

D�e�nition ���� �Satis�abilit�e� Le mod�eleM satisfait l�ensemble de contraintes c
 not�e
Mj) c
 si l�ensemble des in�equations
 obtenu en appliquant le mod�eleM �a chaque terme des
in�equations de c
 est valide	 Un ensemble de contraintes est valide si toutes les in�equations

exprim�ees uniquement avec des temps fondamentaux
 sont v�eri��ees	

Lemme ���� Si �M�S� Mj) c � MST � e �MSt .Mm et M � j) s �c alors on a
M �S �s �T � e �M �S �s �t.M �s �m	

Preuve Tout d�abord� rappelons que les substitutions sont associatives �e�g� M�ST�
) MST�� De M � j) s �c� on d�eduit que M �s � j) c� En utilisant l�implication� on obtient
�S �� M �s �S �T � e �M �s �S �t.M �s �m� La r�ealisation S � ne retourne pas de variables
d�uni�cation� Son codomaine ne peut donc pas interf�erer avec le domaine de la substitution
s �� Par contre� rien n�assure que les variables d�uni�cation introduites par s � appartiennent
au domaine de la r�ealisation S �� En fait� on consid�ere que M � et S � sont d�e�nies par
d�efaut sur l�ensemble des variables libres de leurs arguments� Cette approche se justi�e par
le fait que les expressions comme MST� MSt et Mm� �etant utilis�ees dans les s�equents
d�assignation de type et temps� doivent �etre libres de toute variable d�uni�cation�

Th�eor
eme ���� �Coh�erence� Soient �t�m�s�c� ) R�T�e� etM un mod�ele	 Pour toute
r�ealisation S
 l�implication suivante est v�eri��ee	

M j) c � MSsT � e �MSt .Mm
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Preuve Par analyse de cas et induction sur la structure des expressions�

Cas e ) i
Soit �t�m�s�c� ) R�T�i�� De l�algorithme� on d�eduit que �i � t� � T� m � 
� s ) �� et c ) 
�
Quelque soit le mod�eleM� on a bien Mj) c� De S�env et �i � t� � T� on d�eduit que T � i � t
. 
� ce qui implique que ST � i �St . 
 et en�n MST � i �MSt .M
�

Cas e ) �lambda �i� e�

Soit �t�m�s�c� ) R�T��lambda �i� e��� De l�algorithme� on d�eduit que t � s�
�
��t��

m � 
� c ) c� � f� 	 m�g� s ) s� et �t��m��s��c�� ) R�T�i�� ��e�� Par induction sur e
l�implication suivante est v�eri��ee pour tout mod�eleM� et toute r�ealisation S��

M� j) c� � M�S�s��T�i � � �� � e �M�S�t� .M�m�

Soit un mod�eleM tel queMj) c� c��a�dMj) c� � f� 	 m�g� On a� pour toute r�ealisation S �
MSs��T�i�� �� � e �MSt� .Mm� qui se r�e�ecrit comme suit �MSs�T��i �MSs�� � � e �MSt�
.Mm�� Comme Mj) f� 	 m�g� l�inclusion des temps M�w Mm� est valide� On ap�
plique alors la r�egle S�Takes pour obtenir �MSs�T��i �MSs�� � � e �MSt� .M�� De la

r�egle S�Lambda� on d�eduitMSs�T � �lambda �i� e� �MSs��
M�
��MSt� . 
 ce qui implique

MSs�T � �lambda �i� e� �MS�S��
�
��t�� .M
�

Cas e ) �rec �f i� e�

Soit �t�m�s�c� ) R�T��rec �f i� e��� De l�algorithme� on d�eduit que t � s ��s���
s��
��t���

m � 
� s ) s �s�� c ) s ��c� � fs�� 	 m�g�� s � ) U�t�� s���� et �t��m��s��c�� ) R�T�f���
�
�����i � ����e�� Par induction sur e on a pour tout mod�eleM� et toute r�ealisation S�

M� j) c� � M�S�s��T�f � ��
�
����� i � ���� � e �M�S�t� .M�m�

SoitM un mod�ele tel que Mj) c� c��a�d�Mj) s ��c� � fs�� 	 m�g�� On a� pour toute r�ea�

lisation S � �MSs �s�T��f �MSs �s����
�
������i �MSs �s���� � e �MSs �t� .Ms �m�� Com�

me Mj) s �fs�� 	 m�g� l�inclusion des temps Ms �s��w Ms �m� est valide� De la r�egle
S�Takes� on d�eduit alors

�MSs �s�T��f �MSs �s����
�
������ i �MSs �s���� � e �MSs �t� .Ms �s��

L�algorithme d�uni�cation est coh�erent donc s � ) U�t�� s���� implique que s �t� � s �s����

On obtient la proposition �MSs �s�T��f �MSs �s����
�
������i �MSs �s���� � e �MSs �s���

.Ms �s�� n�ecessaire pour appliquer la r�egle S�Rec�

Cas e ) �e� e��
Soit �t�m�s�c� ) R�T��e� e���� De l�algorithme� on d�eduit que�
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t � s��
m � s����m� � s�m��� 

s ) s�s�s�
c ) s��c� � s�c��

s� ) U�s�t�� t�
�
��� �

�t��m�� s�� c�� ) R�s�T� e��
�t��m�� s�� c�� ) R�T� e��



�� CORRECTION !


Par induction sur e� et e�� on a�
M� j) c� � M�S�s�T � e� �M�S�t� .M�m�

M� j) c� � M�S�s�s�T � e� �M�S�t� .M�m�

Soit M un mod�ele tel que Mj) c� c��a�d�Mj) s��c� � s�c��� Par induction et en utilisant
le lemme ����� on obtient les propositions suivantes�

MSs�s�s�T � e� �MSs�s�t� .Ms�s�m�

MSs�s�s�T � e� �MSs�t� .Ms�m�

L�uni�cation �etant coh�erente� s�s�t� � s��t�
�
��� �� on peut appliquer le r�egle S�Apply pour

obtenir MSs�s�s�T � �e� e�� �MSs�� .Ms��� �m� � s�m��� 


Cas e ) �new e�
Soit �t�m�s�c� ) R�T��new e��� De l�algorithme� on d�eduit que t ) ref t�� m ) m� � 

et �t��m��s�c� ) R�T�e�� Par induction sur e on a� pour tout mod�eleM� et pour toute
r�ealisation S��

M� j) c � M�S�sT � e �M�S�t� .M�m�

Soit un mod�ele M tel que M j) c� On a� pour toute r�ealisation S� MSsT � e �MSt�
.Mm�� Par la r�egle S�New� nous savons alors queMSsT � �new e� �refMSt� .Mm��
�
ce dont on d�eduit MSsT � �new e� �MSref t� .M�m� � 
��

Cas e ) �get e�

Soit �t�m�s�c� ) R�T��get e��� De l�algorithme� on d�eduit que t � s �� � m � s �m� � 
�
s ) s �s�� c ) s �c�� s

� ) U�t�� ref � � et �t��m��s��c�� ) R�T�e�� Par induction sur e
on sait que pour tout mod�ele M� et pour toute r�ealisation S�� l�implication suivante est
v�eri��ee�

M� j) c� � M�S�s�T � e �M�S�t� .M�m�

Soit M un mod�ele tel que Mj) c�� c��a�d� Mj) s �c� On a donc par induction et par le
lemme ����� MSs �s�T � e �MSs �t� .Ms �m�� L�algorithme d�uni�cation �etant coh�erent�
s �t� � s �ref � � On peut alors appliquer la r�egle S�Get pour trouver MSsT � �get e� �
MSt .Mm�

Cas e ) �set e� e��
Soit �t�m�s�c� ) R�T��set e� e���� De l�algorithme� on d�eduit que�





�







	

t � base

m � s �m� � s �s�m� � 

s ) s �s�s�
c ) s ��c� � s�c��
�t��m�� s�� c�� ) R�s�T� e��
�t��m�� s�� c�� ) R�T� e��

Par induction sur e� et e�� on obtient�
M� j) c� � M�S�s�T � e� �M�S�t� .M�m�

M� j) c� � M�S�s�s�T � e� �M�S�t� .M�m�
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Soit un mod�ele M tel que Mj) c� c�a�d� Mj) s ��c� � s�c��� Par inductions on en d�eduit
les propositions suivantes ��

MSs �s�s�T � e� �MSs �t� .Ms �m�

MSs �s�s�T � e� �MSs �s�t� .Ms �s�m�

Comme l�uni�cation est coh�erente� s �s�t� � s �ref t�� on peut appliquer la r�egle S�Set et
obtenir MSs �s�s�T � �set e� e�� � base.Ms ��m� � s�m� � 
�

Th�eor
eme ���� �Compl�etude� SiMST � e � t .m alors il existe un n
uplet �t ��m ��s ��

c ��
 un mod�eleM �et une substitution S �tels que ��



�




	

�t ��m �� s �� c �� ) R�T� e�
M �S �s �T )MST sur FV�e�
M � j) c �

t �M �S �t �

m �M �m �

Preuve Par analyse de cas et induction sur la structure des expressions�

Cas e ) i
Supposons que MST � i � t.m� De la r�egle S�Env� on d�eduit que m � 
 et �i � t� �MST� Il
existe donc un type t � tel que MSt � � t et �i � t �� � T� L�algorithme retourne en r�esultat
R�T� i� ) �t �� �� ��� 
�� Il su�t de prendre M � et S � respectivement �egaux �a M et S pour
v�eri�er le th�eor�eme�

Cas e ) �lambda �i� e�
Supposons que MST � �lambda �i� e� � t .m� De la r�egle S�Lambda� on d�eduit que m � 
�

t � t�
m l��t� et �MST��i � t�� � e � t� .m l� Soient une variable d�uni�cation ��� un mod�eleM�

et une r�ealisation S� tels que �� �� FV�T�� M�S��� � t� et �� �) ���M�S�� � MS� � On
a alorsM�S��T�i����� � e � t� .m l� Par induction� il existe �t� ��m l

��s�
��c�

���M�
� et S� �

tels que �



�




	

�t�
��ml

�� s�
�� c�

�� ) R�T�i � ���� e�
M�

�S� �s� ��T�i � ���� )M�S��T�i � ���� sur FV�e�
M�

� j) c�
�

t� �M�
�S� �t� �

m l �M�
�m l

�

L�algorithme retourne en r�esultat �s� ���
�
��t� ����s� ��c� ��f� 	 m l

�g�� Il su�t de prendre
M � )M�

���nm l
�� et S � ) S� � pour v�eri�er le th�eor�eme�

Cas e ) �rec �f i� e�

Supposons que MST � �rec �f i� e� � t .m� De la r�egle S�Rec� on d�eduit que m � 
�

t � t�
m���t� et �MST��f � t�

m���t��i � t�� � e � t� .m�� Soient les variables d�uni�cation ���
��� �� le mod�eleM� et la r�ealisation S� tels que ��� �� et � n�appartiennent pas �a FV�T��

M�S����
�
����� � t�

m���t� et �
 �� f��� ��� �g�M�S�
 � MS
� On a alors M�S��T�f � ��
��
�����i � ���� � e � t� .m�� Par induction� il existe �t�

��m�
��s�

��c�
���M�

� et S� � tels que ��




�





	

�t� ��m�
�� s�

�� c�
�� ) R�T�f � ��

��
����� i � ���� e�

M�
�S� �s� ��T�f � ��

��
����� i � ���� )M�S��T�f � ��

��
����� i � ���� sur FV�e�

M�
� j) c�

�

t� �M�
�S� �t� �

m l �M�
�m�

�



�� CORRECTION !�

De t� � M�
�S� �t� � et M�S��� � t�� on sait que M�S��� � M�

�S� �t� �� Comme f

appartient aux variables libres de e� M�
�S� �s� ����

��
����� � M�S����

��
����� et donc

M�
�S� �s� ��� � M�S���� On obtient alors M�

�S� ��s� ���� � M�
�S� �t� � et l�on sait

que le couple �s�
���� t�

�� est uni�able� Soit s�
�� le r�esultat de l�uni�cation� L�algorithme

fournit en r�esultat �s ���s�
���

s�
���
�� t�

�����s�
��s�

��s�
���c�

� � fs� �� 	 m�
�g��� La substi�

tutionM�
�S� � est un uni�cateur des types t�

� et s�
���� donc� d�apr�es le th�eor�eme ���
� il

existe un mod�ele M � et une r�ealisation S � tels que M �S �s� �� ) M�
�S� �� Il est ais�e de

montrer que M � et S � ont les propri�et�es requises par le th�eor�eme�

Cas e ) �e� e��

Supposons que MST � �e� e�� � t .m� De la r�egle S�Apply� on d�eduit que m � m l �m� �

m� � 
� t � t��MST � e� � t� .m� et MST � e� � t�
m l��t� .m�� Par induction sur e�� on sait

qu�il existe �t� ��m�
��s�

��c�
��� un mod�eleM�

� et une r�ealisation S� � tels que ��



�




	

�t� ��m�
�� s�

�� c�
�� ) R�T� e��

M�
�S� �s� �T )MST sur FV�e��

M�
� j) c�

�

t�
m l��t� �M�

�S� �t� �

m� �M�
�m�

�

Soient M�
�� et S� �� les extensions de M�

� et S� � telles que M�
��S� ��T ) MST sur

l�ensemble FV�e�� � FV�e��� On peut alors induire sur e� qu�il existe �t� ��m�
��s�

��c�
���

M�
� et S� � tels que ��



�





	

�t� ��m�
�� s�

�� c�
�� ) R�s� �T� e��

M�
�S� �s� �s� �T )M�

��S�s� � ��T sur FV�e��
M�

� j) c�
�

t� �M�
�S� �t� �

m� �M�
�m�

�

Soient M�
�� et S� �� les extensions de M�

� et S� � telles que M�
��S� ��T ) M�

��S�s� � ��T
sur FV�e�� � FV�e��� On d�eduit la suite d��equivalence suivante �

M�
��S� ��s� �t� � � M�

��S� ��s� �s� �t� �

� M�
��S� ��s� �t� �

� M�
��S� ��t� �

� t�
m l��t�

� �M�
��S� ��t� ��

m l��t�

On construitM �� et S �� par extension deM�
�� et de S� �� avec ��nm l� et ��nt��� On obtient

alorsM ��S ��s� �t� � �M ��S ���t� �
�
��� �� L�uni�cation U�s�

�t� ��t� �
�
���� est donc possible

et retourne la substitution s�� L�algorithme construit le n�uplet�s���s����m�
��s�

�m�
���


�s�s� �s� ��s��c� � � s� �c� ���� La substitution M ��S �� est un uni�cateur de s�
�t�

� et t� �
�
��� � donc il existe M � et S � tels queM �S �s� )M ��S ��� Le mod�eleM � et la r�ealisation
S � ont les propri�et�es requises pour la v�eri�cation du th�eor�eme�

Cas e ) �new e�
Supposons que MST � �new e� � t .m� De la r�egle S�New� on d�eduit que m � m� � 
�
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t � ref t� et MST � e� � t� .m�� Par induction� on sait qu�il existe �t� ��m�
��s�

��c�
���

M�
� et S� � tels que � �



�





	

�t�
��m�

�� s�
�� c�

�� ) R�T� e�
M�

�S� �s� �T )MST sur FV�e�
M�

� j) c�
�

t� �M�
�S� �t� �

m� �M�
�m�

�

L�algorithme rend en r�esultat le n�uplet �ref t� ��m�
� � 
�s� ��c� ��� Prenons M � et S �

respectivement �egaux �a M�
� et S� �� Le th�eor�eme est alors trivialement v�eri��e�

Cas e ) �get e�

Supposons que MST � �get e� � t .m� De la r�egle S�Get� on d�eduit que m � m� � 
�
ref t � t� et MST � e � t� .m�� Par induction sur e on d�eduit qu�il existe un n�uplet �t� ��
m�

��s�
��c�

��� un mod�eleM�
� et une r�ealisation S� � tels que ��



�





	

�t�
��m�

�� s�
�� c�

�� ) R�T� e�
M�

�S� �s� �T )MST sur FV�e�
M�

� j) c�
�

ref t � t� �M�
�S� �t� �

m� �M�
�m�

�

SoientM � et S � respectivement �egaux �aM�
� et S�

��etendue avec ��nt�� On a l��equivalence
M �S �ref � � M �S �t� �� donc l�uni�cation U�t� ��ref �� r�eussit et retourne une substi�
tution� s�� Comme r�esultat� l�algorithme construit le quadruplet �s���s�m�

� � 
�s�s� ��
s�c�

��� Comme s� est l�uni�cateur le plus g�en�eral �th�eor�eme ���
�� il existe un mod�eleM�

et une r�ealisation S� tels que M �S � �M�S�s�� On v�eri�e ais�ement le th�eor�eme avec M�

et S��

Cas e ) �set e� e��

Supposons que MST � �set e� e�� � t .m� De la r�egle S�Set� on d�eduit que t � base� m �
m� � m� � 
� MST � e� � ref t� .m� et MST � e� � t� .m�� Par induction sur e� on sait
qu�il existe �t�

��m�
��s�

��c�
���M�

� et S� � tels que ��



�




	

�t� ��m�
�� s�

�� c�
�� ) R�T� e��

M�
�S� �s� �T )MST sur FV�e��

M�
� j) c�

�

t� �M�
�S�

�t�
� � ref t�

m� �M�
�m�

�

SoientM� et S� les extensions deM�
� et S� � �a l�ensemble FV�e���FV�e��� Par induction

sur e� il existe un n�uplet �t�
��m�

��s�
��c�

��� un mod�ele M�
� et une r�ealisation S� � tels

que � �



�




	

�t� ��m�
�� s�

�� c�
�� ) R�s� �T� e��

M�
�S�

�s�
�s�

�T )M�S�s�
�T sur FV�e��

M�
� j) c�

�

t� �M�
�S� �t� �

m� �M�
�m�

�

Soient M� et S� les extensions de M�
� et S�

� �a FV��set e� e���� On d�eduit la suite
d��equivalences suivante �

M�S��ref t�
�� � ref t�



�� R�ESOLUTION DES CONTRAINTES �


� M�S�t� �

� M�S�s� �t� �

� M�S�s� �s� �t� �

� M�S��s�t� ��

L�uni�cation U�s�
�t� ��ref t�

�� r�eussit et retourne la substitution s�� L�algorithme construit
comme r�esultat le n�uplet �base�s��m�

� � s�
�m�

�� � 
�s�s� �s�
��s��c� � � s�

�c�
���� La

substitution M�S� est un uni�cateur des types s�
�t� � et ref t� �� Comme l�uni�cation est

compl�ete� il existe M � et S � tels que M �S �s� )M�S�� Le th�eor�eme est alors v�eri��e pour
ce mod�ele et cette r�ealisation�

� R�esolution des contraintes

Dans cette section� nous pr�esentons l�algorithme de r�esolution des contraintes g�en�er�ees par
l�algorithme de reconstruction� Nous d�emontrons ensuite que l�algorithme propos�e calcule
la solution recherch�ee�

��� Algorithme

L�algorithme est compos�e de trois �etapes dont nous ne sp�eci�ons pas les d�etails� �etant
donn�e leur simplicit�e� La premi�ere phase normalise l�ensemble de contraintes� La deuxi�eme�
constituant la r�esolution proprement dite� est une it�eration de point �xe� La derni�ere extrait
les r�esultats d�esir�es�

Donn�ees Un ensemble de contraintes� Chaque contrainte est un couple constitu�e
d�une variable d�uni�cation de temps et d�une expression de temps� Les expressions
de temps sont des sommes de variables et de constantes de temps�

Algorithme

�� Normalisation Si deux contraintes poss�edent la m�eme variable d�uni�cation �a
gauche� alors les remplacer par une seule maximisant les deux termes droits�

� 	M����� � � � � �n�
� 	M����� � � � � �n�

�
�� � 	M����� � � � � �n� tM����� � � � � �n�

	� Point �xe It�erer jusqu��a obtenir un point �xe en assignant au d�epart toutes
les variables �a la valeur long�

�� Extraction Extraire les valeurs des variables d�uni�cation de l�ensemble de con�
traintes obtenu�

R�esultats Ensemble d�associations entre variables d�uni�cation et temps fonda�
mentaux�

Algorithme de R�esolution

L�op�erateur t est un op�erateur de maximisation des temps� Il correspond �a la maximi�
sation sur IN �etendue de fa�con directe �a la valeur long� Il correspond �a la plus petite borne
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sup�erieure� sur le treillis des temps�
La solution utilis�ee dans cet algorithme est une it�eration de point �xe maximal� La solu�

tion d�esir�ee au syst�eme de contraintes est la plus petite� Nous allons d�emontrer maintenant
qu�il y a bien correspondance entre les deux�

��� Sp�eci�cations et d�e�nitions

Nous allons maintenant montrer que l�utilisation du point �xe maximal �partant de long�
est valide et e�ective� Pour cela� nous commen�cons par sp�eci�er de fa�con plus alg�ebrique le
syst�eme de contraintes �a r�esoudre� Celui�ci est de la forme ��


�




	
�� 	 M����� ��� � � � � �n�
�� 	 M����� ��� � � � � �n�

���
�n 	 Mn���� ��� � � � � �n�

o�u chaque op�erateur de temps Mi est de la forme ��
�

	

Mi � Timen �� Time

h�ii
n

i�� ��
G
j�Ii

�cj �
nM

k��

�aj�k��k��

o�u cj est une constante de temps� On d�e�nit ensuite U ) h�ii
n

i�� et

�
M � Timen �� Timen

U �� hMj�U�in
j��

La solution recherch�ee pour l�ensemble de contraintes est la plus petite solution de
l�in�equation U 	 M�U�� Cette solution est le lpfp�M�� c��a�d� le plus petit pr�e�point �xe
de l�op�erateur M �A�%��

Nous d�e�nissons maintenant les puissances croissantes et d�ecroissantes de l�op�erateur M�
Celles�ci� reprises de �A�%�� permettent de manipuler� de mani�ere alg�ebrique� les it�erations
de l�op�erateur M�

D�e�nition ���
 �puissances�

M���m� ) m M���m� ) m
M�n���m� ) M�M�n�m�� M�n���m� ) M�M�n�m��

M���m� )
F

n�� M�n�m� M���m� )
F
n�� M�n�m�

M�� ) M���
I� M�� ) M���ILong�

I ) h
ini�� ILong ) hlongini��

��� Preuve

Le principe de la preuve est simple� La solution d�esir�ee au syst�eme de contraintes correspond
au lpfp�M�� L�algorithme� quand �a lui� calcule le M��� Nous devons d�emontrer que ces
deux objets sont �egaux�

Th�eor
eme ���� �Monotonicit�e� L�op�erateur M est monotone	

�On dit �lub� en Anglais�
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Preuve Soient hmii
n

i�� et hm �
ii
n

i�� deux vecteurs de temps appartenant �a Timen tels
que hmii

n

i�� � hm
�
ii
n

i���

hmii
n

i�� � hm
�
ii
n

i�� � �j mj � m�j
� �j �i ai�j�mj � ai�j�m

�
j

� �i
nM

j��

ai�j�mj �
nM

j��

ai�j�m
�
j

� �i ci �
nM

j��

�ai�j�mj� � ci �
nM

j��

�ai�j�m
�
j�

�
G
i�I

�ci �
nM

j��

�ai�j�mj�� �
G
i�I

�ci �
nM

j��

�ai�j�m
�
j��

� M�hmii
n

i��� � M�hm �
ii
n

i���

Corollaire ����

lpfp�M� ) lfp�M�

gpfp�M� ) gfp�M�

Preuve L�op�erateur M est monotone�

Th�eor
eme ���� �Continuit�e� L�op�erateur M est �ascendant� continu	

Preuve Il su�t de montrer que chacune des n restrictions de M au domaine Time ��
Timen est continue� On d�e�nit les restrictions comme suit ��
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Mjj � Time �� Timen

�j �� hMjij��j�i
n

i��

Mjij � Time �� Time

�j ��
G
k�Ii

�c�k � ak�j��j�

avec c�k ) ck �
M
l��j

ak�l��l

Soit m� � m� � m� � � � � une cha�&ne croissante de valeurs dans Time� Deux cas se
pr�esentent �

�� La cha�&ne est stationnaire �a partir d�un certain rang p� �p t�q� �i 	 p�mi ) mp� On
a alors

F�
i��mi ) mp� Ceci implique que Mjj�

F�
i��mi� ) Mjj�mp�� Comme mp

appartient �a la cha�&ne� on a l�inclusion Mjj�mp� �
F�

i�� Mjj�mi� et donc� l�op�erateur
Mjj est �nitaire� Comme il est monotone� il est continu�

	� La cha�&ne est in�niment croissante� Dans ce cas� on a
F�

i��mi ) long�� Ceci implique
que Mjj�

F�
i��mi� ) Mjj�long�� Soit L� un ensemble d�indices �not�es l� sous�ensemble

de f
� � � � � ng tel qu�il existe k � Il et que ak�j �) %� On sait alors que� pour tout l de

�On note
F
�

i��
mi la plus petite borne sup�erieure de la cha��ne des mi�
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L� la cha�&ne �Mjlj�mi��i cro�&t in�niment� donc
F�

i�� Mjlj�mi� ) long� Par contre� pour
tout l �� L� la cha�&ne est constante en

F
k�Il

m�l� L�union de toutes les images de la
cha�&ne par Mjj est donc un vecteur compos�e d��el�ements �egaux �a long quand l�indice
de l��el�ement est dans L et �egaux aux maximum des termes constants quand l�indice
de l��el�ement n�est pas dans L� Cette valeur est exactement l�image de long�

Corollaire ����

lfp�Mc� ) M��

Preuve L�op�erateur M est �ascendant� continu�

Th�eor
eme ���	 M est un op�erateur descendant continu	

Preuve Soit m� 	 m� 	 m� 	 � � � une cha�&ne d�ecroissante de valeurs dans Time� Cette
cha�&ne est constante �a partir d�un certain rang� En e�et� soit elle est constante sur long�
soit elle passe par une valeur strictement inf�erieure �a long et termine stationnaire au pire
sur 
� Il existe donc p tel que �i 	 p�mi ) mp� On en d�eduit que

T�
i��mi ) mp

� et par
cons�equent que Mjj�

T�
i��mi� ) Mjj�mp�� Comme cette derni�ere est dans l�image de la

cha�&ne� elle est plus grande que
T�
i�� Mjj�mi�� L�op�erateur est donc descendant �nitaire et�

comme il est monotone� il est aussi descendant continu�

Corollaire ����

gfp�Mc� ) M��

Preuve L�op�erateur M est descendant continu�

Propri�et�e ���� Il existe un entier p tel que M�� est �egal �a M�n�ILong�	

Preuve Il n�existe pas de cha�&ne ��in�nie d�ecroissante non stationnaire sur Time�

Th�eor
eme ����

M�� ) M��

Preuve Il su�t de prouver que le point �xe est unique� Pour cela� on suppose qu�il
existe deux valeurs de Timen� V� et V�� telles que��

	
V� ) M�V��
V� ) M�V��
V� �) V�

Des deux premi�eres �equations� on d�eduit que pour tout l de f
� � � � � ng� on a� F
i�Il

�mi �
Ln

j�� ai�j�m��j� ) m��kF
i�Il

�mi �
Ln

j�� ai�j�m��j� ) m��k

�On note
T
�

i��
mi la plus grande borne inf�erieure de la cha��ne des mi�




� CONCLUSION �!

On d�e�nit un ensemble Li �i � f
� � � � � ng� comme l�ensemble des indice j tels que tous les
mj sont d�e�nis en fonction d�eux�m�emes �a travers un cycle de longueur i��











�












	

L� ) flji � Il � ai�l �) %g
L� ) flji � Il � j � f
� � � � � ng � i

� � Ij � ai�j �) % � ai��l �) %g
���

Lq ) fjqj�p � f
� � � � � qg� jp � f
� � � � � ng � ip�� � Ijp � i� � Ijq � aip�jp �) %g
���

Ln ) fjnj�p � f
� � � � � ng� jp � f
� � � � � ng � ip�� � Ijp � i� � Ijn � aip�jp �) %g

L )
Fn

i�� Li

Nous savons que pour tout l � L on a m��l ) m��l ) long� L�ensemble des variables d�indice
non appartenant �a L peut �etre totalement ordonn�e par les d�ependances dues aux d�e�nitions
exprim�ees par les �equations� Chaque variable est donc uniquement d�e�nie� Il s�en suit que
V� ) V��

L�e�ectivit�e de l�algorithme propos�e est con�rm�ee par la propri�et�e ����� Comme il
n�existe pas de cha�&ne ��in�nie d�ecroissante et non stationnaire� la cha�&ne construite par
l�algorithme est stable �a partir d�un certain nombre d�it�erations et donc l�algorithme ter�
mine� Il faut remarquer� qu�il n�en serait pas de m�eme si l�on partait du bottom ��� du
treillis� En pratique� l�algorithme est au pire de complexit�e lin�eaire sur le nombre de vari�
ables d�uni�cation�

� Conclusion

Nous avons pr�esent�e un syst�eme de reconstruction des types et des temps pour un langage
implicitement typ�e� Un temps est un entier majorant statiquement le temps d�ex�ecution ou
long quand le programme est r�ecursif� Cette simplicit�e de description est �a mod�erer �a la
vue des points suivants �

� Fournir des informations tr�es complexe est inutile si le module de gestion du par�
all�elisme n�est pas �a m�eme de les exploiter� Les informations doivent rester simples
comme celle utilis�ees par �G����

� Trouver un syst�eme capable de g�erer des informations plus riches �comme lin�eaire sur
la taille de la donn�ee d�entr�ee� quadratique ���� est tout de suite plus di�cile� En
e�et� cela n�ecessite d��etre capable de d�ecrire la taille �ou une autre caract�eristique�
des donn�ees sur lesquelles sont exprim�ees les complexit�es�

� Notre langage est un langage complet aussi bien d�un point de vue applicatif qu�im�
p�eratif�

L�autre point critiquable touche �a la compilation s�epar�ee� Le programmeur ne poss�ede
pas le moyen d�exprimer un quelconque polymorphisme� Il ne pourra donc pas abstraire
ses modules sur divers types de donn�ees �Probl�eme analogue �a celui du langage Pascal�� Le
polymorphisme s�introduit ais�ement en utilisant la construction let permettant de d�e�nir
des variables locales �a un bloc� La quanti�cation universelle se fait alors implicite et utilise
les sch�emas de type contraints �TJ�
a�TJ�
b�� Une technique de reconstruction partielle
des types et des temps en pr�esence d�abstractions polymorphes explicites est pr�esent�ee dans
le chapitre suivant�
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L�int�er�et de notre syst�eme se situe dans la puissance d�expression de notre langage� Il
n�avait jamais �et�e propos�e� �a notre connaissance� de syst�eme d�analyse automatique capable
de fournir ce type de r�esultat avec un langage complet� On peut aussi constater� que les
temps et types �etant enti�erement reconstruits� ils ne g�enent pas le programmeur dans son
exercice�

Appendice � Exemples

A�n de mieux comprendre le syst�eme de reconstruction des types et des temps� voyons
quelques exemples �a travers une session de travail� Nous nous trouvons sous l�interpr�eteur
ITL� Le prompt ,ITL�- indique l�entr�ee d�une expression� Le r�esultat de l��evaluation est
fourni deux lignes plus loin avec les types et temps reconstruits� Dans un but p�edagogique�
la lisibilit�e des exemples pr�esent�es a �et�e am�elior�ee par rapport �a l��etat actuel de la maquette�

ITL� �

� � base � �

ITL� true

true � base � �

Les expressions atomiques s��evaluent en elles�m�emes� Le temps de calcul est �� Il corres�
pond �a l�acc�es aux valeurs de base� Il faut noter que les bool�eens et les entiers ont le m�eme
type� Cela peut mener �a des erreurs au moment de l�ex�ecution� Notre but� n�est pas de
reconstruire les types exacts �ce qui a d�ej�a �et�e fait par Tofte dans �T���T�%��� Par contre�
le temps inf�er�e est consistant avec le temps e�ectivement utilis�e lors de l�ex�ecution�

ITL� �lambda �x� x�

 subr� � �t ��������� �t � �

ITL� �

 subr� � base ��������� �base ��������� base� � �

ITL� �� ��

 subr� � base ��������� base � 


ITL� ��� �� 
�

! � base � "

L�identit�e est une abstraction� Le temps d��evaluation d�une abstraction est constant et
a �et�e �x�e arbitrairement �a �� Le temps latent de l�identit�e est aussi �� Il correspond �a
l��evaluation de la variable x qui aura lieu lors de l�application� L�addition est une fonction
curry��ee� Appliqu�ee �a un entier elle rend une fermeture qui appliqu�ee �a un deuxi�eme
entier rend le r�esultat de l�addition� On peut constater que l�addition prend un temps
arbitrairement �x�e �a �� L�application d�une fonction �a une expression n�ecessite d��evaluer la
fonction� d��evaluer l�argument� de mettre en place l�application �par d�efaut� on �xe le temps
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pris par cette phase �a �� et d�appliquer la fermeture �a la valeur argument� On obtient 
�
puis " lors des �evaluations de l�addition�

ITL� �rec �f x� x�

 subr� � �t ��������� �t � �

ITL� �rec �fact n� �if ��� 	� n� � ��� n� �fact ��� n� ������

 subr� � base ����long���� base � �

L�op�erateur rec permet de d�e�nir des fonction r�ecursives� Naturellement� la premi�ere
n�est que l�identit�e et n�est donc pas e�ectivement r�ecursive� Son temps latent est donc�
comme pr�ec�edemment� de �� La seconde d�e�nit la fonction factorielle� Le nombre d�it�era�
tions n��etant pas born�e �a priori� le temps latent est long�

Sur la maquette que nous avons d�evelopp�ee en Common Lisp� la fonction la plus proche
de fact est �nous ne disposons pas du test� �

CL� �R T �fix �f x� ��� �f x�� x���

Type� �o ����m����� o�

Time� �

Substitution�

t� � t� �

t� � t� �

m� � m� �

o � t� �

�o ��������� o� � t
 �

� � m� �

o � t� �

o � t# �

� � m
 �

Constraints�

m� �� ��m�

L�algorithme de reconstruction R� sur un environnement de type T et sur l�expression
correspondant �a l�approximation de la fonction fact� fournit quatre objets �

� Le type de fact� Notez le temps latent m��

� Le temps� Ici � 
�

� La substitution construite sur les variables d�uni�cation des types et des temps�

� L�ensemble de contraintes associ�e au type�

Nous pr�esentons pour terminer la r�eduction utilis�ee dans le langage FP comme op�erateur
d�insertion dans les listes�� Munie d�une fonction binaire et d�une liste� elle construit une
fermeture qui� appliqu�ee �a une valeur d�accumulation� rend le r�esultat de la r�eduction �

�insert f 
 x �� ) �a��f x a�

�insert f 
 x� y� z� ��� �� ) �a��f x ��insert f 
 y� z� ��� �� a��

�Exemple d�u �a P� Fradet�
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Le temps latent de la fonction insert� ainsi que celui de la fermeture construite� est �egal
�a long� Normalement� insert s��ecrit �

�fix �insert f�

�lambda �l�

�if �null l� �lambda �x� x�

�let ��z ��insert f� �cdr l����

�lambda �x� �f �car l� �z x�������

Comme nous ne disposons pas du test� ni des d�eclaration locales� la version approch�ee
de insert sur notre maquette est �

CL� �R T �fix �INSERT F�

�lambda �L� ��lambda �Z� �lambda �X� ��F �CAR L�� �Z X����

��INSERT F� �CDR L�����

Type� �o ����m����� �t� ����m#���� t��� ����m"����

�o ����m������ �t# ����m$���� t���

Time� �

Substitution�

o � t� �

o � t$ �

���

t� � t" �

m$ � m
 �

m�� � m�	 �

Constraints�

m$ �� �	�m#�m$�m�

m�� �� �

m�� �� �	�m���m���m"

m" �� �

Les temps correspondant �a l�ex�ecution de l�application de la fonction �a une liste et
au temps latent du r�esultat sont respectivement m�� et m$� Il est ais�e de v�eri�er que les
contraintes les forcent �a long�

�� ����� ��



Chapitre �

V�eri�cation des temps

� Introduction

Dans le chapitre pr�ec�edent� nous avons pr�esent�e un syst�eme d�inf�erence des temps pour les
langages poss�edant les concepts applicatifs et imp�eratifs� Nous pr�esentons ici un �equivalent
utilisant un syst�eme de typage explicite� Le langage propos�e �etend celui pr�esent�e dans
�DJG�
� �a la prise en compte des e�ets de bords� L��echelle des temps choisie est identique
�a celle du chapitre pr�ec�edent � une valeur enti�ere pour majorer statiquement le temps de
calcul quand cela est possible et la valeur long pour symboliser un temps d�ex�ecution non
statiquement born�e�

Notre langage est explicitement typ�e� Il ob�eit �a la discipline de typage avec sorte� de
MacCracken �M
�� � le programmeur fait des d�eclarations sur la validit�e des types� Notre
langage est polymorphe et permet au programmeur de s�abstraire sur les types des objets
manipul�es� Le polymorphisme utilis�e est universel param�etrique � Les types sur lesquels
les fonctions sont abstraites n�entrent que dans la description des types des param�etres
formels et n�in�uent pas sur le code ex�ecut�e� Reprenant la philosophie appliqu�ee dans la
conception du langage FX �GJLS�
�� les d�eclarations de type incluent des d�eclarations de
temps d�ex�ecution �d�e�ets de bord dans FX�� Ces d�eclarations sont v�eri��ees �a la compilation
en m�eme temps que les types� L��echelle des temps choisie est constitu�ee du domaine des
entiers auquel on ajoute l��el�ement long repr�esentant la r�ecursion �et la non terminaison
�eventuelle��

Pourquoi proposer un syst�eme de v�eri�cation des types et des temps alors que l�on
dispose d�ej�a d�un syst�eme d�inf�erence �cf� chapitre pr�ec�edent�� On pourrait penser qu�il
est pr�ef�erable de d�echarger le programmeur de l��ecriture des types des objets� De plus�
l�inf�erence permet d�obtenir le type le plus g�en�eral et par cons�equent d�augmenter les pos�
sibilit�es de r�eutilisation du code� Il faut cependant constater que le langage pr�ec�edent est
moins expressif� et ce �a deux points de vue� Premi�erement� l�algorithme de Robinson �R�!�
�avec test d�occurrence� interdit d�uni�er une variable avec une expression la contenant
et� par cons�equent� de manipuler des descriptions r�ecursives� L��ecriture de l�op�erateur de
r�ecursion Y est impossible car n�ecessitant un type r�ecursif pour la variable auto�appliqu�ee�
Pour �eliminer ce probl�eme� nous avions introduit la forme sp�eciale de r�ecursion rec� Dans
le langage pr�esent� cette forme sp�eciale n�est plus n�ecessaire� Deuxi�emement� l�introduction
du polymorphisme �a travers la construction let pose des probl�emes analogues �a ceux des
langages �a la SML en imposant l�utilisation de sch�emas de type� contraints �voir �TJ�
b�

�D�u �a l�Anglais� nous utilisons le domaine Kind et la m�eta�variable k�
�type schemes en Anglais�

��
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pour un probl�eme identique avec les e�ets de bord�� Le polymorphisme exprim�e en est
limit�e� ce qui complique l�introduction de modules pour la compilation s�epar�ee� A l�inverse�
la quanti�cation explicite du langage FX s�est montr�ee tr�es performante pour l�introduction
de modules de premi�ere classe �SG���� Nous verrons� �a la �n de ce chapitre� que l�on peut
lib�erer quelque peu le programmeur en reconstruisant une partie des types �types des ab�
stractions� en utilisant un algorithme d�uni�cation ACZ�

Nous pr�esentons �section 	�� la syntaxe du langage accompagn�e de sa s�emantique dy�
namique� Les informations de temps pr�esentes dans le langage sont v�eri��ees �section ��
en m�eme temps que les types� Comme pr�ec�edemment� chapitre �� la consistance de la
s�emantique statique par rapport au sch�ema d��evaluation est prouv�e �section ��� Le syst�eme
de typage �etant d�esormais valide� l�algorithme de v�eri�cation est introduit et prouv�e �sec�
tion !�� Les expressions du langage n��etant pas pourvues de constructions pour exprimer
la r�ecursion� on montre �section �� comment introduire l�op�erateur paradoxal Y sans perdre
les propri�et�es du syst�eme de typage� Certaines informations� comme le type des fonctions�
sont reconstructible �section 
� d�une mani�ere similaire �a �JG�
�� Nous concluons �section
�� avant de donner quelques exemples en appendice�

� D�e�nition du langage

Le mini�langage ETL� contient toutes les primitives n�ecessaires �a l�expression d�un langage
de programmation fortement typ�e combinant les paradigmes des langages applicatifs et
imp�eratifs� Le sch�ema d��evaluation est l�appel par valeur� Le syst�eme de typage ob�eit �a
la discipline de typage avec sorte de MacCracken �M
��� Le polymorphisme est g�en�erique
�universel param�etrique��

Le langage ETL poss�ede deux niveaux hi�erarchis�es de description� Les temps et les
types d�ecrivent statiquement les temps d�ex�ecution et les valeurs associ�es aux expressions
du langage� Les sortes �types des descriptions� permettent une v�eri�cation de la validit�e
des descriptions donn�ees par le programmeur� Sur le sch�ema suivant� ne sont symbolis�ees
que les descriptions de type et de temps� Les descriptions restantes� abstraction �dlambda�
et application d�un constructeur de type �a un type� ne �gurent pas�

Sortes �k�

Types �t� Temps �m�

Expressions �e�

�������

PPPPPPP

PP
PP

PP
P

��
��
��
�

Le langage ETL est parenth�es�e �a la LisP par simple convention� Sa syntaxe est fournie
sous forme d�une grammaire BNF� Il n�y a qu�un seul espace de nom pour les identi�cateurs�
Les m�eta�variables �symboles non terminaux� sont �ecrites en italique tandis que les mots
cl�es du langage �terminaux� le sont en t�el�etype�

Une expression �non terminal e� peut �etre un identi�cateur �i�� une abstraction� une
application� l�abstraction d�une expression par rapport �a une description de type ou de temps
�plambda� ou la projection d�une expression sur une description �proj�� Les expressions ne
comprennent pas d�op�erateur de r�ecursion� On montrera� section �� que notre langage

�pour Explicitly Typed Language
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est assez puissant pour pouvoir l�introduire� Les primitives n�ecessaires aux e�ets de bord
ne sont pas pr�esentes� Elles sont introduites �a travers des identi�cateurs sp�eciaux dans
l�environnement initial�

Une description �non terminal d� peut �etre un temps �m� ou un type �t�� Un temps peut
�etre un entier positif non nul� long ou la maximisation de deux temps ���� Un type peut
�etre un type r�ecursif �drec�� le type d�une abstraction �subr�� un type polymorphe �poly��
le type d�une r�ef�erence en m�emoire �refof� ou un identi�cateur� Une description peut �etre
une abstraction sur un type ou un temps �dlambda� ou une application d�une description
�a une autre� Ces deux derni�eres permettent la manipulation de constructeurs de type� Le
constructeur de type refof n�est qu�un cas particulier d�application de descriptions mais
nous le conservons dans une but p�edagogique�

Une sorte �non terminal k� peut �etre les identi�cateurs type et time ou la sorte associ�e
�a une abstraction de description �dfunc��

k � Kind
k ��) type j time

�dfunc �k� k� Sorte d�abstraction de description

d � Descr
d ��)m j t

�dlambda �i k� d� Abstraction de description
�d d� Application de descriptions

m � Time
m ��) � j � j � j ��� j long

�� m m� Accumulation de temps
i

t � Type
t ��) �subr m �t� t� Type d�abstraction

�refof t� Type d�une r�ef�erence
�drec i t� Type r�ecursif
�poly �i k� t� Type Polymorphe
i

e � Expr
e ��) i

�lambda �i t� e� Abstraction
�e e� Application
�plambda �i k� e� Abstraction Polymorphe
�proj e d� Projection

i � Id Identi�cateurs

Syntaxe du langage

En appendice de ce chapitre� quelques exemples simples de programmes ETL donnent
une id�ee de la manipulation des constructeurs de types et du typage des expressions� Pour
compl�eter cette d�e�nition d�ETL� il ne reste qu��a sp�eci�er la s�emantique dynamique de notre
langage�
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Nous utilisons les quatre domaines s�emantiques standards Loc� Val� Env et Store� A
ceux�ci� nous ajoutons le domaine Nat� symbolisant l�horloge de l��evaluateur� Le domaine
BVal contient les valeurs �el�ementaires comme les entiers et les bool�eens� Le domaine BClos
contient les op�erateurs primitifs comme l�addition� la multiplication ou les primitives de
manipulation de la m�emoire�

l � Loc Location
b � BVal ) Bool ( Int ( BClos ( funitg Valeurs de base

BClos ) fnew� get� set�(� � � �g Op�erateurs primitifs
v � Val ) Loc ( BVal ( Clos Valeurs

hi� e�Ei � Clos ) �Id � Expr � Env� Fermetures
st � Store ) Loc� Val M�emoires
E � Env ) Id� Val Environnements
n � Nat� Naturels

L��evaluation d�une expression quelconque n�ecessite un environnement initial �E��� Ce
dernier contient les liaison des identi�cateurs aux valeurs de base �entiers� bool�eens et
op�erateurs primitifs� �

E�) �new�new� get�get� set�set�(�(� � � �
unit�unit�/t�/t�/f�/f� � � �
	��� ���� ���� � � � �

Le sch�ema d��evaluation des expressions est sp�eci��e par le jeu de r�egles suivant� Les r�egles
sont constitu�ees de jugements �

st� E� e� v� n� st � � Store � Env � Expr �Val� Nat� � Store

signi�ant Dans un environnement E et munie d�une m�emoire st
 l�expression e s��evalue en
la valeur v en un temps n et modi�e la m�emoire st en st ��

�i�v� � E

�D
Env	

st�E � i� v� �� st

�D
Lambda	

st�E � �lambda �i t� e��hi� e�Ei� �� st

st�E � e��hi� e ��E �i� n�� st�
st��E � e�� v�� n�� st�

st��E
��i�v�� � e �� v� n� st �

�D
Apply	

st�E � �e� e��� v� 
 ( n ( n� ( n�� st �

st�Ei � e� v� n� st �

�D
Plambda	

st�E � �plambda �i k� e�� v� n� st �

st�E � e� v� n� st �

�D
Proj	

st�E � �proj e d�� v� n� st �
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st� E� e�� new� n�� st�
st�� E� e�� v� n� st�

�l�v �� �� st�
�D
New	

st�E � �e� e��� l� n� ( n� ( 
� St��l� v�

st� E� e��get� n�� st�
st�� E� e� l� n�� st�

�l�v� � st�
�D
Get	

st�E � �e� e��� v� n� ( n� ( 
� st�

st�E � e�� set� n�� st�
st��E � e�� l� n�� st�
st��E � e�� v� n�� st�

�D
Set	

st�E � �e� e� e��� unit� n� ( n� ( n� ( 
� St��l� v�

Les temps d�ex�ecutions des primitives ont �et�e �x�es arbitrairement �a un top d�horloge�
Toute autre option peut �etre prise pour mod�eliser une architecture particuli�ere sans changer
le principe de v�eri�cation des temps pr�esent�e dans ce chapitre� L�application d�une fonction
�a ses param�etres co�ute un top �r�egle D�Lambda�� La relation d�inclusion ��� est �etendue aux
environnements et m�emoires vus comme des fonctions �nies� Les abstractions et projections
sur les types �r�egles D�Plambda et D�Proj� ne co�utent pas de temps puisque trait�ees �a la
compilation� En�n� a�n de diminuer le nombre de r�egles et de simpli�er les preuves� la
fonction de modi�cation de la m�emoire �r�egle D�Set� est d�arit�e deux� Notre langage �etant
unaire� nous donnons en temps utile la r�egle binaire associ�ee�


 S�emantique statique

Le syst�eme de v�eri�cation des types et des temps valide les descriptions fournies par le
programmeur� Les types et temps sont plong�es dans une alg�ebre �souvent appel�ee alg�ebre
d�e�et�� Il s�agit� pour les types� du respect de l�alpha�convertibilit�e au sens du lambda�
calcul �r�egles E�Drec� E�Subr et E�Poly� et de l�interconvertibilit�e d�un type r�ecursif avec
lui�m�eme d�eroul�e d�un cran �E�Fold��

j �� FV�d�

�E
Dlambda	

�dlambda �i k� d� � �dlambda �j k� d�inj��

d� � d� � � d� � d� �

�E
Dapply	

�d� d�� � �d�
� d�

��

��dlambda �i k� d�� d�� � d��ind�� �E
Betaconv	

�drec i t� � t�in�drec i t�� �E
Fold	

j �� FV�t�

�E
Drec	

�drec i t� � �drec j t�inj��
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t� � t�
� � t� � t�

� � m � m �

�E
Subr	

�subr m �t�� t�� � �subr m � �t� �� t� ��

j �� FV�t�

�E
Poly	

�poly �i k� t� � �poly �j k� t�inj��

t � t �

�E
Refof	

�refof t� � �refof t ��

L�alg�ebre induite par � sur l�ensemble des temps est ACZ �Associative� commutative
avec un �el�ement absorbant� un z�ero�� La loi � est l�addition sur les entiers positifs �etendue
�a l��el�ement long�

�� m� �� m� m��� � �� �� m� m�� m�� Associativit�e
�� m� m�� � �� m� m�� Commutativit�e

�� m long� � long El�ement absorbant

�� m� m�� � m� ( m� si mi �)long Additivit�e

L�aspect important de cette alg�ebre est illustr�e par l��equation suivante �

m ) �� m m��

Quelque soit la constante de temps m�� l�unique solution de l��equation pour la variable
m est long� Nous ne disposerions pas de cette propri�et�e si le domaine Time poss�edait un
�el�ement neutre� Les fonctions r�ecursives ont des temps latents ob�eissant �a des �equations de
ce style et qui seront donc contraints �a long�

L�expression du syst�eme de v�eri�cation des sortes� des types et des temps n�ecessite un
environnement de typage �TK�� Comme notre langage ne poss�ede qu�un seul espace de nom�
TK appartient au domaine des fonction �nies �a valeur dans l�union des types et des sortes �

TK � TKenv ) Id� �Kind �Type�

L�environnement de typage initial maintient les types de toutes les valeurs de base et
op�erateurs primitifs ainsi que les sortes des types et temps de base� Il peut para�&tre sur�
prenant que les identi�cateurs �� �� etc� � � � soient li�es �a la fois aux valeurs de type entier et
aux descriptions de temps� L�environnement TK� n�est cependant pas incoh�erent car il s�agit
l�a d�objets di��erents �des temps ou des entier�� Il est toujours possible de les di��erencier
suivant le contexte� La valeur unit retourn�ee par la fonction de modi�cation de la m�emoire
est d�e�nie comme ayant le type stm �pour statement��

TK� ) �� �� time� � �� time� � � � � long �� time�
bool �� type� int �� type� � � �
� � int� � � int� � � int� � � �
unit � stm�/t �� bool�/f �� bool�
new � �poly �t type� �subr � �t� �refof t����
get � �poly �t type� �subr � ��refof t�� t���
set � �poly �t type� �subr � ��refof t� t� stm���
( � �subr � �int int� int��
� � � �
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!

Nous commen�cons par donner la sp�eci�cation de la v�eri�cation des sortes des descrip�
tions� Un jugement TK� d �� k comme �

TK� d �� k � TKenv �Descr �Kind

signi�e La description d poss�ede pour sorte k dans l�environnement TK� Les r�egles pour
les identi�cateurs� les types r�ecursifs� les type d�abstraction� les types polymorphes et les
maximisations de temps suivent� Dans la r�egle K�Subr� le temps latent m dans �subrm
�t�� t�� symbolise le temps d�ex�ecution des fonctions de ce type�

�i �� k� � TK

�K
Env	

TK � i �� k

TK�i �� k��� d �� k�
�K
Dlambda	

TK � �dlambda �i k�� d� �� �dfunc �k�� k��

TK � d� �� �dfunc �k�� k��
TK � d� �� k�

�K
Dapply	

TK � �d� d�� �� k�

TK � mi �� time

�K
Sumtime	

TK � �� m� m�� �� time

TK � m �� time
TK � ti �� type

�K
Subr	

TK � �subr m �t�� t�� �� type

TK � t �� type

�K
Refof	

TK � �refof t� �� type

TK�i �� type� � t �� type

�K
Drec	

TK � �drec i t� �� type

TK�i �� k� � t �� type

�K
Poly	

TK � �poly �i k� t� �� type

Les r�egles sp�eci�ant la v�eri�cation des types utilisent des jugements TK� e � t.m de la
forme �

TK� e � t .m � TKenv � Expr� Type� Time

qui signi�ent l�expression e est associ�ee au type t et au temps m dans l�environnement TK�
Les r�egles de typage pour les identi�cateurs� les abstractions� les applications� les quanti��
cation universelles et les projections suivent� Comme pr�ec�edemment pour la s�emantique
dynamique� les temps des �etapes de base sont tous �x�es arbitrairement �a ��
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TK � e � t .m
t � t � � m � m �

�S
Equiv	

TK � e � t � .m �

�i � t� � TK

�S
Env	

TK � i � t .�

TK�i � t�� � e � t� .m
TK � t� �� type

�S
Lambda	

TK � �lambda �i t�� e� � �subrm �t�� t�� .�

TK � e� � �subr m l �t�� t�� .m�

TK � e� � t� .m�

�S
Apply	

TK � �e� e�� � t� . �� �� m l �� �� m� m���

TK�i �� k� � e � t .m

�S
Plambda	

TK � �plambda �i k� e� � �poly �i k� t� .m

TK � e � �poly �i k� t� .m
TK � d �� k

�S
Proj	

TK � �proj e d� � t�ind� .m

Noter le va
et
vient du temps latent entre les r�egles S�Lambda �o�u il est d�e�ni� et
S�Apply �o�u il est utilis�e�� L�abstraction et la projection d�une expression sur une des�
cription n�interf�erent pas avec le temps associ�e �a l�expression� Cette propri�et�e est due au
caract�ere g�en�erique du typage� En e�et� le code ex�ecut�e par une fonction ne d�epend pas des
types sur lesquels elle est abstraite� Le temps d�ex�ecution suit donc le m�eme principes�

� Consistance

Traditionnellement� la preuve de consistance entre les s�emantiques statique et dynamique
a�rme la coh�erence du type de l�expression avec la valeur en laquelle l�expression s��evalue�
Dans notre cas� deux coh�erences sont �a v�eri�er� Premi�erement� le temps d�ex�ecution de
l�expression doit �etre consistant avec le �inf�erieur au� temps v�eri��e statiquement� Deuxi�e�
mement� la valeur fournie par l�ex�ecution du programme doit �etre consistante avec son
type �et ce� en tenant compte des temps latent contenus dans les types�� Le langage ETL
contenant des constructions imp�eratives� nous utilisons� comme dans le chapitre pr�ec�edent�
la technique d�induction de point �xe maximal�

��� Consistance entre les valeurs et les types

L�expression du th�eor�eme de consistance n�ecessite une propri�et�e de consistance entre les
valeurs et les types ainsi qu�une autre entre les temps d�ex�ecution �n� et les temps �m�� Les
valeurs pouvant d�ependre d�un �etat m�emoire� quelques d�e�nitions sont n�ecessaires�
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D�e�nition ���� �M�emoire abstraite� Une m�emoire abstraite ST est une fonction �nie
associant un type aux locations m�emoires �

ST � AbStore ) Loc� Type

D�e�nition ���
 �M�emoire typ�ee� Une m�emoire typ�ee est une couple compos�e d�une m�e

moire st et d�une m�emoire abstraite ST telles que dom�st� ) dom�ST�	 Elle est not�ee st �
ST	

La consistance des valeurs conserv�ees en m�emoire avec les types gard�es dans la m�emoire
abstraite n�est pas impos�ee� Cette condition� n�ecessaire lors de la d�emonstration� n�est
requise que dans la relation de consistance suivante�

Nous pouvons maintenant �enoncer la relation de consistance entre les valeurs et les types�
Cette relation est d�e�nie par induction sur la structure des types� Sur l�ensemble des valeurs
de base� la relation suppose les deux environnements initiaux �E� et TK�� comme consistant�

D�e�nition ���� Nous d�e�nissons la consistance entre les valeurs et les types par rapport
�a une m�emoire typ�ee de la fa�con suivante �

st�ST j) v � t ��
si v ) b alors �i�v� � E� et �i � t� � TK�

si t � �subr m �t�� t�� alors v ) hi� e�Ei et

� TK s	t	

��
	

st � ST j) E � TK
TK�i � t��� e � t� .m
TK� t� �� type

si t � �refof t ��
alors v ) l et �l�v �� � �l � t �� � st � ST et st� ST j) v �� t �

si t � �drec i t ��
alors st� ST j) v� t ��in�drec i t ���

si t � �poly �i k� t��
alors � d � Descr
 TK� � d �� k � st� ST j) v� t��ind�

De la m�eme mani�ere
 nous d�e�nissons la consistance entre un environnement E et un en

vironnement de typage TK �

st�ST j) E � TK ����
	

TK� ) TK sur Id� Kind
dom�E� � dom�TK�� ) dom�TK�
�i � dom�E�� st � ST j) E�i� � TK�i�

La consistance entre les temps d�ex�ecution et les temps n�est que l�extension �a � de
l�in�egalit�e sur les entiers positifs�

D�e�nition ���� �j) ��

j) n�m  si m � long alors true
si m �� long alors n � m

��� Induction de point �xe maximal

Il faut red�e�nir la relation de consistance comme une fonction monotone de U �a valeur dans
U � Sur l�univers U des quadruplets �
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U ) U� � U�

U� � Store �AbStore � TKenv �Val� Type

U� � Store �AbStore � TKenv � Env� TKenv

on d�e�nit la fonction F par deux fonctions adjointes �

F � P�U � �� P�U�

Q ) Q� �Q� ��� F��Q� � F��Q�

correspondant aux deux parties de la relation de consistance �

F��Q� ) f�st� ST� v� t� j
si v ) b alors �i�v� � E� et �i � t� � TK�

si t � �subr m �t�� t�� alors
v ) hi� e�Ei et

� TK s�t�

��
	

�st� ST� E� TK� � Q�

TK�i � t��� e � t� .m
TK � t� �� type

si t � �refof t ��
alors v ) l et �l�v �� � �l � t �� � st � ST et �st� ST� v �� t �� � Q�

si t � �drec i t ��
alors �st� ST� v� t ��in�drec i t ���� � Q�

si t � �poly �i k� t��
alors � d � Descr� TK� � d �� k � �st� ST� v� t��ind�� � Q� g

F��Q� ) f�st� ST� E� TK� j
TK� ) TK sur Id� Kind
dom�E� � dom�TK�� ) dom�TK�
�i � dom�E�� �st� ST� E�i�� TK�i�� � Q�g

L�op�erateur F ainsi d�e�ni est monotone et peut donc �etre utilis�e par l�induction de point
�xe maximal�

Propri�et�e ���� �monotonicit�e� L�op�erateur F est monotone sur le treillis form�e de l�en

semble P�U� ordonn�e par l�inclusion �	

Preuve Par disjonction des cas� Soient deux ensembles Q et Q � tels que Q � Q ��

Cas q ) �st� ST� v� t�

On sait que q appartient �a F��Q�

� Si v ) b alors il existe un identi�cateur i tel que �i�v� � E� et �i � t� � TK�� On en
d�eduit imm�ediatement que q appartient �a F�Q ���

� Si t � �subr m �t�� t�� alors v ) hi� e�Ei et il existe TK tel que TK� t� �� type� TK�i
� t��� e � t� .m et �st� ST� E� TK� � Q�� On en d�eduit que �st� ST� E� TK� � Q �

� et
que q appartient �a F�Q ���

� Si t � �refof t �� alors v ) l� �l�v �� � �l � t �� � st � ST et �st� ST� v �� t �� � Q�� On
en d�eduit que �st� ST� v �� t �� � Q �

� et que q appartient �a F�Q ���
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� Si t � �poly �i k� t �� alors pour toute description d� on a l�implication TK� d �� k�
�st� ST� v� t ��ind�� � Q�� Comme Q � Q �� on a TK� d �� k � �st� ST� v� t ��ind�� �
Q �

� et q appartient �a F�Q ���

� Si t � �drec i t �� alors �st� ST� v� t ��int�� appartient �a Q�� donc appartient �a Q �
��

Cas q ) �st� ST� e� TK�

On sait que q appartient �a F��Q�� De la d�e�nition de F�� on a TK� ) TK sur Id �
Kind� dom�E��dom�TK�� ) dom�TK� et pour tout identi�cateur i appartenant �a dom�E��
�st� ST� E�i�� TK�i�� � Q�� On en d�eduit que �st� ST� E�i�� TK�i�� � Q �

� et donc que q
appartient �a F�Q ���

��� Lemmes annexes

Avant d��enoncer le th�eor�eme de consistance� quelques d�e�nitions et lemmes sont n�ecessaires�
Nous commen�cons par d�e�nir la notion de succession de m�emoires typ�ees�

D�e�nition ���� �Succession� On dit qu�une m�emoire typ�ee
 st � � ST �
 succ�ede �a une
autre st � ST
 ce que l�on note st � STv st � � ST �
 ssi st � st � et pour toute valeur v
 pour
tout type t et pour tout environnement k
 l�implication suivante est v�eri��ee �

st � ST j) v � t� st � � ST � j) v � t

Le premier lemme n�est qu�une autre formulation de la d�e�nition pr�ec�edente�

Lemme ���	

st � STv st � � ST �

st � ST j) v � t

�
� st � � ST � j) v � t

Preuve Directe�

Le deuxi�eme n�est que l�extension de la d�e�nition aux environnements d��evaluation et
de typage�

Lemme ����

st � STv st � � ST �

st � ST j) E � TK

�
� st � � ST � j) E � TK

Preuve Directe par la d�e�nition �����

La succession des �etats m�emoires est transitive�

Lemme ���� �Transitivit�e�

st � STv st � � ST �

st � � ST �v st �� � ST ��

�
� st � STv st �� � ST ��

Preuve Directe en s�appuyant sur la propri�et�e de transitivit�e de l�implication�

Vient ensuite un lemme li�e �a la cr�eation d�une nouvelle location en m�emoire� Cette
derni�ere n�atteint pas �a la propri�et�e de succession �
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Lemme ���� �Expansion m�emoire�

st � ST j) v � t
�l�v �� �� st

�
� st � STv St�l� v� � ST�l � t�

Preuve La proposition st � STv St�l� v� � ST�l � t� est �equivalente �a l�inclusion st �
St�l� v� ��evidente� et �a

�v �� t �� st � ST j) v � � t � � St�l� v� � ST�l � t� j) v � � t �

On construit l�ensemble Q comme �

Q ) Q� �Q�

Q� ) f�st �� ST �� v �� t �� j st � ST j) v � � t �g

Q� ) f�st �� ST �� E �� TK �� j st � ST j) E � � TK �g

o�u st � ) St�l� v� et ST � ) ST�l � t�� On doit maintenant montrer que Q est inclus dans
F�Q��

Cas q ) �st �� ST �� v �� t ��

On sait que q appartient �a Q� et que st� ST j) v �� t ��

� Si v � ) b alors �i�v �� � E� et �i � t �� � TK�� On en d�eduit directement que q
appartient �a F�Q��

� Si t � � �subr m �t�� t�� alors v � ) hi� e�E ��i et il existe un environnement TK �� tel
que TK �� � t� �� type� TK ���i � t��� e � t� .m et st� ST j) E ��� TK ��� On en d�eduit que
�st �� ST �� E ��� TK ��� � Q� et donc que q appartient �a F�Q��

� Si t � � �refof t ��� alors v � ) l ��� �l ���v ��� � �l �� � t ��� � st � ST et st� ST j) v ���
t ��� On en d�eduit que �st �� ST �� v ��� t ��� appartient �a Q� et que �l ���v ��� � �l ���t ��� �
st � � ST � donc que q appartient �a F�Q��

� Si t � � �poly �i k� t ��� alors pour toute description d� on a l�implication TK� � d �� k�
st � ST j) v � � t ���ind�� On en d�eduit TK� � d �� k � �st �� ST �� v �� t ���ind�� � Q�� On
conclut que q appartient �a F�Q��

� Si t � � �drec i t ��� alors st� ST j) v �� t ���int ��� On en d�eduit que �st �� ST �� v �� t ���int ���
appartient �a Q� et donc que q appartient �a F�Q��

Cas q ) �st �� ST �� E �� TK ��

On sait que q appartient �a Q� et que st� ST j) E �� TK �� De la relation de consistance� on
sait que dom�E �� � dom�TK�� ) dom�TK ��� TK � ) TK� sur Id � Kind et que pour
tout identi�cateur i de dom�E �� on a st� ST j) E ��i�� TK ��i�� On en d�eduit que pour tout i�
�st �� ST �� E ��i�� TK ��i�� � Q� et donc que q appartient �a F�Q��

Toujours pour les e�ets de bord� nous avons besoin d�un lemme concernant la modi�ca�
tion d�une valeur en m�emoire�

Lemme ���� �Modi�cation�

st � ST j) v � t
�l�v �� � �l � t� � st � ST

�
� st � STv St�l� v� � ST
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Preuve La preuve est directe et suit le m�eme principe que pour le lemme pr�ec�edent�

Nous terminons sur un lemme li�e �a l�expansion commune des environnements de typage
et d��evaluation�

Lemme ���
 �Expansion d�environnement� Soient une valeur v
 un type t
 un envi

ronnement E et un TK
environnement TK	 L�implication suivante est v�eri��ee �

st � ST j) v � t
st � ST j) E � TK
TK� t �� type

��
�� st � ST j) E�i� v� � TK�i � t�

Preuve Directe� par disjonction des cas sur la structure des types dans la d�e�nition
�����

��� Preuve

Nous pouvons maintenant �enoncer et prouver le th�eor�eme principal de ce chapitre �

Th�eor
eme ���� �Consistance� Soient st une m�emoire
 E un environnement
 e une ex

pression
 v une valeur
 n un entier positif
 TK un environnement de typage
 t un type
 m
un temps et ST une m�emoire abstraite	 L�implication suivante est v�eri��ee �

st� E � e� v� n� st �

TK� e � t.m
st � ST j)E � TK

��
�� �ST � s�t�

��
	

st � STv st � � ST �

st � � ST � j) v � t
j) n�m

et se lit si l�on prend deux environnements �typage et �evaluation� consistants
 si l�expression
e a pour type t et pour temps m
 en�n si l�expression e s��evalue en la valeur v en n �etapes
avec une m�emoire st �
 alors
 il existe une m�emoire abstraite ST � telle que la m�emoire typ�ee
st � � ST � succ�ede �a celle de d�epart
 la valeur v est consistante avec le type t et le temps de
calcul n est inf�erieur au temps m�

Preuve Par disjonction des cas sur la structure des expressions� Par induction sur la
longueur de d�erivation �d��evaluation� n et sur la taille de l�expression quand n est constant�
Les hypoth�eses de la preuve sont ���

	
st � ST j) E � TK �a�
TK� e � t.m �b�
st� E � e� v� n� st � �c�

Cas e ) i
Des r�egles D�Env et S�Env� on sait que �i�v� � �i � t� � E � TK et que n � m � �� De
l�hypoth�ese �a�� on d�eduit que st� ST j) v� t�

Cas e ) �lambda �i t� e�

Direct� en s�appuyant sur la relation de consistance�

Cas e ) �e� e��

Des r�egles D�Apply et S�Apply� on d�eduit que ��



�




	

v ) v � �
�
n ) n� ( n� ( n � ( 
 �	�
st�� E ��i� v��� e

�� v �� n �� st � ���
st�� E� e�� v�� n�� st� ���
st� E� e��hi� e ��E �i� n�� st� �!�
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et �

�


	

t � t� ���
m � �� �� m� m�� �� m l ��� �
�
TK� e� � t� .m� ���
TK� e� � �subrm l �t�� t�� .m� ���

Depuis les propositions �!�� ���� �a� et par induction sur n�� on sait qu�il existe ST� telle
que � ��

	
st � STv st� � ST� �
%�
st� � ST� j) hi� e

��E �i � �subr m l �t�� t�� �

�
j) n��m�

Depuis �
%� et le lemme ��!�� on sait que st�� ST� j) E� TK� Donc par induction sur n� avec
les propositions ��� et ���� il existe ST� telle que ���

	
st� � ST�v st� � ST� �
	�
st� � ST� j) v� � t� �
��
j) n��m�

Depuis la proposition �

� et le lemme ��!	� on a st�� ST� j) hi�e ��E �i� �subrm l �t�� t��� De
la relation de consistance� il existe TK � tel que ���

	
st� � ST� j)E � � TK � �
��
TK ��i � t��� e � � t� .m l �
!�
TK � � t� �� type �
��

Depuis les propositions �
��� �
��� �
�� et le lemme ��!
� on sait que st�� ST� j) E ��i� v��
TK ��i � t��� Par induction sur n � avec les propositions ��� et �
!�� il existe ST � telle que ���

	
st� � ST�v st � � ST �

st � � ST � j) v � � t�
j) n ��m l

De �	� et �
�� on a j) n�m et par transitivit�e �lemme ��!�� st � STv st � � ST ��

Cas e ) �plambda �i k� e�

Direct�

Cas e ) �proj e d�

Des r�egles D�Proj et S�Proj� on a st� E� e� v� n� st � �
� et ���
	

t � t ��ind� �	�
TK� d �� k ���
TK� e � �poly �i k� t �� .m ���

Par induction sur e �n est constant� avec les propositions �
� et ���� il existe ST � telle que ���
	

st � STv st � � ST � �!�
st � � ST � j) v � �poly �i k� t �� ���
j) n�m

De l�hypoth�ese �a� et par la relation de consistance� on sait que TK� ) TK sur Id� Kind�
De ���� on d�eduit l�implication pour tout d �� TK� d � �� k� st � � ST � j) v � t ��ind ��� De la
proposition ���� on a st �� ST � j) v� t ��ind� et donc st �� ST � j) v� t par �	��



	� CONSISTANCE ��

Cas new

De la r�egle D�New� on a � �





�






	

v ) l �
�
n ) n� ( n� ( 
 �	�
st � ) St��l� v� ���
�l�v �� �� st� ���
st�� E� e�� v� n� st� �!�
st� E� e��new� n�� st� ���

Pour le typage� on utilise la r�egle S�Apply et on obtient ��

�


	

t � t� �
�
m � �� �� m� m�� �� m l ��� ���
TK� e� � t� .m� ���
TK� e� � �subr m l �t�� t�� .m� �
%�

Par induction sur n� avec les proposition ��� et �
%�� on sait qu�il existe ST� telle que ���
	

st � STv st� � ST�

st� � ST� j) new � �subr m l �t�� t��
j) n��m�

Par la relation de consistance sur les valeur de base� on sait que st�� ST� j)new� �poly �t
type� �subr � �t� �refof t��� et donc que pour toute description d� l�implication suivante
est v�eri��ee �

TK� d �� type� st� � ST� j)new � �subr � �d� �refof d��

En fait� le programmeur a projet�e explicitement la fonction new sur le bon type� De la
proposition �
%� et par la relation de consistance� on sait que TK� t� �� type� On en d�eduit
que ml � 
 et t� � �refof t��� Par induction sur n� avec les propositions �!� et ���� on sait
qu�il existe ST� telle que � ��

	
st� � ST�v st� � ST�

st� � ST� j) v � t�
j) n��m�

Soit ST � ) ST��l � t��� Par le lemme d�expansion ���!
�� on a st� � ST�v st � � ST � et par la
relation de consistance� st �� ST � j) l� �refof t���

Cas get

Direct� m�eme principe que pr�ec�edemment�

Cas set

De la r�egle D�Set� on a � �





�






	

v ) unit
n ) n� ( n� ( n� ( 

st � ) St��l� v�
st�� E� e�� v� n�� st�
st�� E� e�� l� n�� st�
st� E � e�� set� n�� st�



�� CHAPITRE 	� V�ERIFICATION DES TEMPS

Nous �etendons trivialement le langage des types et expressions pour admettre des fonctions
binaires �

TK � e� � �subr m l �t� t�� t�� .m�

TK � e� � t� .m�

TK � e� � t� .m�

m � �� �� m� �� m� m��� �� m l ���

�S
Apply�	

TK � �e� e� e�� � t� .m

On en d�eduit que � �
m � �� �� m� �� m� m��� �� m l ���
t � t�

Par induction sur n�� on sait qu�il existe ST� telle que ���
	

st � STv st� � ST�

st� � ST� j) set � �subr m l �t� t�� t�� �
�
j) n��m�

Par la relation de consistance sur les valeurs de base� on sait que st�� ST� j) set� �poly
�t type� �subr � ��refof t� t� stm�� et donc que pour toute description d� l�implication
suivante est v�eri��ee �

TK� d �� type� st� � ST� j) set � �subr � ��refof d� d� stm�

De la relation de consistance et de la proposition �
�� on sait que TK� t� �� type� On en
d�eduit que m l � 
� que t� � stm et que t� � �refof t��� Par induction sur n� et n� on sait
qu�il existe ST� et ST� telles que��

	
st� � ST�v st� � ST�

st� � ST� j) l � �refof t�� �	�
j) n��m�

et

��
	

st� � ST�v st� � ST�

st� � ST� j) v � t� ���
j) n��m�

De la proposition �	�� on sait que l appartient �a dom�st��� Par le lemme de modi�cation
���!�� et la proposition ���� on a st� � ST�v St��l� v� � ST�� En�n� par d�e�nition� on a st ��
ST� j) unit� stm�

� Algorithme de v�eri�cation

La s�emantique statique est sp�eci��ee par deux jeux de r�egles �v�eri�cation des sortes et
v�eri�cation des types�� Les algorithmes associ�es sont directs� L�algorithme de v�eri�cation
des sortes est de type �

KCA � �TKenv � Descr� �� Kind

et fonctionne par induction sur la structure des descriptions �

KCA�TK�d� � case d in

i �� if �i �� k� � TK then k else fail

�dlambda �i k�� d�
�� let k� � KCA�TK�i �� k���d�

�dfunc �k�� k��
�d� d�� �� let k � KCA�TK�d��

let k� � KCA�TK�d��




� ALGORITHME DE V�ERIFICATION �!

if k � �dfunc �k�� k�� then k� else fail

�drec i t� if KCA�TK�i �� type��t� � type then type else fail

�subrm �t�� t��
�� if KCA�TK�m� � time

and KCA�TK�t�� � type

and KCA�TK�t�� � type

then type else fail

�poly �i k� t�
�� if KCA�TK�i �� k��t� � type then type else fail

�refof t� �� if KCA�TK�t� � type then type else fail

�� m� m��

�� if KCA�TK�m�� � time

and KCA�TK�m�� � time

then time else fail

else �� fail

L�algorithme de v�eri�cation des sortes jouit de bonnes propri�et�es�

Th�eor
eme ���� �Terminaison� L�algorithme KCA termine	

Preuve L�algorithme KCA fonctionne par induction sur la structure des descriptions qui
sont de degr�e d�imbrication �ni�

Th�eor
eme ���� �Correction des sortes� Soient TK un environnement de typage
 d une
description et k une sorte	 L��equivalence suivante est v�eri��ee �

TK� d �� k�� KCA�TK� d� ) k

Preuve Par induction et disjonction des cas sur la structure des expressions� La preuve
�etant simple� nous ne donnons qu�un cas�

Cas d ) �d� d��

Soit un environnement de typage TK�

TK� �d� d�� �� k� ��
TK � d� �� k� et TK� d� �� �dfunc �k�� k�� Par la r�egle K�Dapply
k� ) KCA�TK� d�� et �dfunc �k�� k�� ) KCA�TK� d�� Par induction sur d� et d�
k� ) KCA�TK� �d� d��� Par l�algorithme

L�algorithme de v�eri�cation des types TTCA �

TTCA � �TKenv � Expr� �� Type � Time

calcule une description de type et de temps pour toute expression dans un environnement
de typage TK �

TTCA�TK�e� � case e in

i �� if �i � t� � TK then �t� �� else fail

�lambda �i t�� e�
�� if KCA�TK�t�� � type then

let �t��m� � TTCA�TK�i � t���e�
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��subr m �t�� t��� 
�
else fail

�e� e�� �� let �t�m�� � TTCA�TK�e��
let �t��m�� � TTCA�TK�e��
if sim�t��subr m l �t�� t���

then �t�� �� �� m� m�� �� � m l���
else fail

�plambda �i k� e�
�� let �t�m� � TTCA�TK�i �� k��e�

��poly �i k� t��m�
�proj e d�

�� let �t�m� � TTCA�TK�e�
let k � KCA�TK�d�
if sim�t��poly �i k� t��� then �t��ind��m� else fail

else �� fail

La fonction de pattern�matching sim v�eri�e si deux descriptions sont similaires �inter�
convertible par la relation ��� Elle est d�e�nie par induction structurelle sur le domaine des
descriptions� Dans le cas des temps� elle e�ectue une normalisation �a long ou� �a d�efaut� �a
une somme de variables de temps tri�ee lexicalement et d�une constante enti�ere�

L�algorithme TTCA jouit de bonnes propri�et�es�

Th�eor
eme ���� �Terminaison� L�algorithme TTCA termine	

Preuve L�algorithme TTCA fonctionne par induction structurelle sur les expressions qui
sont de degr�e d�imbrication �ni�

Th�eor
eme ���	 �Correction� Soient TK environnement de typage
 e une expression
 t�
et t� deux types et m� et m� deux temps	

TK � e � t .m
�t ��m �� ) TTCA�TK� e�

�
)�

�
t � t �

m � m �

Preuve Par induction structurelle et par disjonction des cas sur les expressions� Nous
ne pr�esentons que deux cas int�eressants�

Cas e ) �e� e��

De la r�egle S�Apply� on d�eduit que ���
	

TK� e� � �subr m l �t�� t� .m�

TK� e� � t� .m�

m � �� �� m� m�� �� m l ���

De l�algorithme� on sait que ���
	

TTCA�TK� e�� ) ��subr m �
l �t ��� t ���m �

��
TTCA�TK� e�� ) �t ���m �

��
m � � �� �� m �

� m �
�� �� m �

l ���

Par induction sur e� et e�� on obtient les �egalit�es ��
�subr m l �t�� t� � �subr m �

l �t ��� t ��
m� � m �

�
et

�
t� � t ��
m� � m �

�



�� L�OP�ERATEUR DE POINT FIXE �


ce qui su�t �a montrer que t � t � et m � m ��

Cas e ) �plambda �i k� e��

De la r�egle S�Plambda et de l�algorithme� on d�eduit que ��
t � �poly �i k� t��
TK�i �� k�� e� � t� .m

et

�
t � � �poly �i k� t ���
TTCA�TK�i �� k�� e�� ) �t ���m

�
��

Par induction sur e�� on obtient les �egalit�es su�santes pour conclure�


 L	op�erateur de point �xe

Comme nous l�avons dit pr�ec�edemment� l�op�erateur de point �xe� Y� est exprimable dans
notre langage� Quand Y est appliqu�e �a une fonction potentiellement r�ecursive� il retourne
une fonction de temps latent long� Par contre� si Y est appliqu�e �a une fonction non poten�
tiellement r�ecursive� il retourne une fonction de temps latent identique �a celui de la fonction
d�entr�ee� Avec un peu d��edulcorant syntaxique� l�op�erateur de point �xe est int�egr�e �a notre
langage de la mani�ere suivante �

e ��) ���
�rec �f i� e�

On peut ainsi �ecrire la fonction factorielle �

FACT � �rec �f i� �if �� i 	� � �� i ��f � �� i ������

Les op�erateurs de point �xe sont g�en�eralement donn�es pour un sch�ema d��evaluation
paresseux� Notre langage utilisant l�appel par valeur� nous devons explicitement retarder
l��evaluation des auto�applications� Ceci est fait en enfermant les expressions �x x� dans une
fermeture�

Y � �f���x��f ���x x�� �x��f ���x x���

et

�rec �f i� e� � �Y �f��i�e�

En ETL� l�op�erateur Y pr�ec�edemment d�e�ni s��ecrit �

Y � �plambda ��t type��m� time��m� time��

�lambda ��f �subr m�
��subr �� m� $� �� �subr m� �t� t���

�subr m� �t� t����

��lambda ��x �drec tx
�subr �� m� �� �tx� �subr m� �t� t�����

�f �lambda �� �x x����

�lambda ��x �drec tx
�subr �� m� �� �tx� �subr m� �t� t�����

�f �lambda �� �x x�������
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Dans cette d�e�nition� nous avons g�en�eralis�e l�abstraction et l�application �a de multiples
arguments� Le type de l�identi�cateur x est r�ecursif car celui�ci est appliqu�e �a lui m�eme� Si
nous ne disposions pas du constructeur de type drec� l��ecriture de l�op�erateur Y deviendrait
impossible et notre langage fortement normalisable� Le type de Y suit �

Y � �poly ��t type��m� time��m� time��

�subr ��$ m��

��subr m�
��subr ��$ m�� �� �subr m� �t� t���

�subr m� �t� t���

�subr m� �t� t���

Pour obtenir le type de la fonction FACT ci�dessous� nous avons suppos�e que les primitives
�� � et � avaient pour temps latents �� Le temps pris par un test if est le � des temps
du pr�edicat� de la branche vraie et de la branche fausse� Une meilleure approximation
consisterait �a prendre la somme des temps du test et du maximum des deux branches�
L�introduction d�un op�erateur maxtime sur les temps ne poserait pas de di�cult�es th�eoriques
majeures�

FACT � �poly ��m� time��m� time��

�subr �

��subr m� �� �subr m� �int� int���

�subr ���$ m� m�� �int� int���

La fonction factorielle s�obtient en appliquant l�op�erateur Y �a l�expression FACT� Pour
cela� quelques projections de type et temps sont n�ecessaires �

��proj Y int � long� �proj FACT ! long�� � �subr long �int� int�

Les projections de Y et FACT sont contraintes par les �equations suivantes� Le program�
meur doit les r�esoudre au moment de la programmation� Le lecteur peut v�eri�er que� dans
ce syst�eme� la valeur long est la seule solution possible pour les variables m� et m��

m� � �

�� $ m�� � m�
m� � m�
t � int

m� � �� �$ m� m��

� Reconstruction partielle

La programmation dans le langage pr�ec�edent est un exercice parfois r�ebarbatif cela est d�u
aux nombreuses d�eclarations� A noter que les types des r�esultats des fonctions ne sont pas
requis� Nous allons pr�esenter une m�ethode reprise de �OG��� qui autorise le programmeur
�a �eluder les types de certains param�etres� On pourrait penser �a faire plus mais la recon�
struction partielle du polymorphisme est ind�ecidable �B�!� et la reconstruction totale est un
probl�eme ouvert�

��� Syst�eme de type

Le langage utilis�e est d�ecrit par la grammaire suivante� Celle�ci reprend les principales
fonctionnalit�es de la pr�ec�edente en y ajoutant le minimum n�ecessaire �a la reconstruction�



�� RECONSTRUCTION PARTIELLE ��

Le non terminal r correspond aux types reconstruits par le syst�eme� L�abstraction est
autoris�ee sans sp�eci�cation du type de l�argument� Le domaine des identi�cateurs inclut
des variables d�uni�cation non accessibles au programmeur et utilis�ees pour les types non
sp�eci��es�

k � Kind
k ��) time j type

d � Descr
d ��) m j t

m � Time
m ��) � j � j � j ��� j long

�� m m�
i

t � Type
t ��) �subrm �t� t� Type d�abstraction explicite

�poly �i k� t�
r

r ��) i
�subrm �r� r� Type d�abstraction implicite

e � Expr
e ��) i

�lambda �i t� e� Abstraction explicitement typ�ee
�lambda �i� e� Abstraction implicitement typ�ee
�e e�
�plambda �i k� e�
�proj e d�

i � Id
i ��) j j f j x Variables et constantes


 j � j � Variables d�uni�cation

La v�eri�cation des classes reste inchang�ee� En e�et� nous n�avons pas introduit ou
modi��e les divers constructeurs de type� Les r�egles d��equivalence entre les types et entre les
temps sont donc identiques et l�alg�ebre induite sur les temps par � reste ACZ� Le syst�eme
des types et des temps est mis �a jour par l�introduction d�une r�egle R�ILambda sp�eci�ant la
v�eri�cation des abstraction implicitement typ�ees�

TK � e � t .m
t � t � � m � m �

�R
Equiv	

TK � e � t � .m �

�i � t� � TK

�R
Env	

TK � i � t. �
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TK�i � t�� � e � t� .m
TK � t� �� type

�R
Lambda	

TK � �lambda �i t�� e� � �subrm �t�� t�� .�

TK�i � r� � e � t .m
TK � r �� type

�R
ILambda	

TK � �lambda �i� e� � �subr m �r� t� . �

TK � e� � �subrm l �t�� t�� .m�

TK � e� � t� .m�

�R
Apply	

TK � �e� e�� � t� . �� �� m l �� �� m� m���

TK�i �� k� � e � t.m

�R
Plambda	

TK � �plambda �i k� e� � �poly �i k� t� .m

TK � e � �poly �i k� t� .m
TK � d �� k

�R
Proj	

TK � �proj e d� � t�ind� .m

La consistance avec la s�emantique dynamique est pr�eserv�ee� L�abstraction� qu�elle soit
typ�ee implicitement ou explicitement� s��evalue en une fermeture� La relation de consistance
entre les valeurs et les types s�appuie sur le nouveau syst�eme de typage mais reste inchang�ee
dans sa formulation� La preuve s��etend sans di�cult�es au cas suppl�ementaire de l�abstraction
implicite�

��� Reconstruction

L�algorithme de reconstruction partielle des types doit aussi reconstruire les temps latents
des fonctions� Si l��equivalence sur les types est purement structurelle� il n�en est pas de
m�eme pour les temps� Consid�erons l�exemple suivant �

g � �subr �� m� m�� �int� int�

h � �subr �� m� m�� �int� int�

�lambda �f� �if BoolExp �f g� �f h��

o�u g et h sont des fonctions ayant les types cit�es� Dans l�abstraction sur f� les deux appli�
cations de f aux fonctions g et h imposent l��egalit�e de leurs types et donc des temps latents
�� m� m�� et �� m� m��� D�u aux propri�et�es ACZ des temps� l�ensemble des solutions de
l��equation �� m� m�� � �� m� m�� est in�ni et n�admet pas de temps principal �au sens
d�une substitution�� Le principe d�uni�cation �a la Robinson �R�!� est donc inadapt�e�

L�algorithme de reconstruction utilise l�algorithme d�uni�cation U qui uni�e deux types t�
et t� en calculant une substitution et un ensemble de contraintes� L�ensemble de contraintes
assure l��egalit�e des temps latents contenus dans les deux types �a uni�er� La substitution est
uni�catrice des types d�epourvus de leurs temps latents �



�� RECONSTRUCTION PARTIELLE �


U� �Type � Type� � �Subst � Const�

U�t��t�� � case �t��t�� in

�i�i� �� ����
�
���r� or �r���

�� if � �� r then ���nr��
� else fail

��subrm �t�� t����subrm
� �t� �� t� ���

let �s��c�� � U�t��t� ��
let �s��c�� � U�s�t��s�t� ��
�s�s��c��c��f�m�m ��g�

��poly �i k� t���poly �i � k� t ���
U��inj�t��i �nj�t �� where j is fresh

Comme le montre �JG�
�� l�uni�cation et correcte� Si U uni�e deux types en fournissant
une substitution et un ensemble de contraintes� alors les types obtenus en appliquant la sub�
stitution sont �equivalents modulo les �equivalences contenues dans l�ensemble de contraintes�

L�algorithme de reconstruction RA rend un type t� un temps m� une substitution s et
ensemble de contraint c� Le type t est celui de l�expression e dans l�environnement TK et
m est son temps� En fait� t et m ne sont valides que si l�ensemble de contraintes admet une
solution�

RA � �TKenv � Expr� � �Type � Time � Subst � Const�

RA�TK�e� � case e in

i �� if �i � t� � TK then �t� �� ��� 
� else fail

�lambda �i t� e�
�� let �t��m��s��c�� � RA�TK�i � t��e�

��subrm� �t� t�����s��c��
�lambda �i� e�

�� let �t��m��s��c�� � RA�TK�i � � ��e� where � is fresh

��subrm� �s�� t�����s��c��
�e� e�� �� let �t��m��s��c�� � RA�TK�e��

let �t��m��s��c�� � RA�s�TK�e��
let �s�c� � U�s�t���subr � �t�� ��� where � and � are fresh

�s���� �� m� m�� �� � ����ss�s��c��c��c�
�plambda �i k� e�

�� let �t�m�s�c� � RA�TK�i �� k��e�
let fiig � FV�c� � FV�s�TK�i �� k���
��poly �i k� t��m�s�c�c�inj��iin
i�� where j and 
i are fresh

�proj e d�
�� let �t�m�s�c� � RA�TK�e�

if t � �poly �i k� t�� and KCA�TK�d� � k
then �t��ind��m�s��ind�c�

else fail

Cet algorithme est simple �a appr�ehender sauf dans le cas de l�abstraction polymorphe
�plambda�� L�ensemble de contrainte construit est double� La premi�ere partie �c� propage les
contraintes sur les param�etres de l�abstraction et ainsi sur les descriptions sur lesquelles ces
param�etres seront projet�es� La deuxi�eme �c�inj��iindi�� assure que l�ensemble de contraintes
est r�eellement polymorphe sur les param�etres de l�abstraction en simulant une projection
explicite sur j�
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L�algorithme RA jouit de bonnes propri�et�es� Il est juste et complet par rapport �a la
sp�eci�cation s�emantique �JG�
��

��� R�esolution

Lorsque l�algorithme fournit un quadruplet �t�m�s�c�� le type t et le temps m ne sont valides
que si l�ensemble de contraintes poss�ede une solution� Ce dernier se normalise sous la forme
suivante �

�� m��� m��� � � � m��p�� � �� m�
��� m

�
��� � � � m

�
��q� �

���

�� mn�� mn�� � � � mn�pn � � �� m�
n�� m

�
n�� � � � m

�
n�qn

�

o�u mi�j est une variable d�uni�cation de temps� la constante long ou une variable de pro�
grammation vue comme une constante� R�esoudre une �equation de ce syst�eme revient �a
e�ectuer l�uni�cation des deux termes� L�algorithme d�uni�cation utilis�e doit int�egrer les
propri�et�es ACZ de l�alg�ebre des temps� Nous proposons une uni�cation ACZ adapt�ee de
l�algorithme d�uni�cation AC propos�e par �S
!�� Ce dernier simpli��e pour le domaine des
temps et l�op�erateur � est le suivant �

UAC � �Time � Time� � Subst

UAC�m�m �� � case �m�m �� in

����� �� ��
���m� or �m��� ��

if � � m then fail else ��nm�
��� m� � � � mp���� m�� � � � m�q�� ��

let M � solve��m��� � ��mp���m���� � ��m�q��
choose�sol�M�

Les deux premiers cas sont standards� Pour le cas d�une somme de temps� toute variable
peut s�uni�er avec n�importe quel sous�terme de l�autre somme �commutativit�e� ou m�eme
avec une partie de cette autre somme �associativit�e�� La matrice M retourn�ee par la fonction
solve est la solution de l��equation diophantienne lin�eaire homog�ene associ�ee �a l��equation�
Cette matrice codant pour toutes les solutions� la fonction choose�sol en choisit une de
fa�con non d�eterministe et la fournit sous forme d�une substitution� R�esoudre le syst�eme
consiste alors �a appliquer successivement cet algorithme �a toutes les �equations du syst�eme
de contraintes� Deux �etapes restent �a mettre en 'uvre avant cela� On doit d�abord r�eduire
notre syst�eme ACZ en un syst�eme AC� Pour cela� il su�t de choisir de fa�con non d�eterministe
les variables �egales �a long� et ce en respectant les �equations� En e�et une variable � ob�eissant
�a l��equation �� � ��� � �	 ne peut pas �etre long� Ensuite� il faut normaliser le syst�eme
en �eliminant les �equations o�u appara�&t long �propri�et�e d�absorption� et �eliminer les doubles
dans les �equations restantes �

�� � m�� � �� � m�� � m� � m�

L�uni�cation AC est NP�compl�ete �KN���� Stickel �S
!� a propos�e un algorithme dont la
terminaison ne fut prouv�ee que par Fages �F���� Ceci dit� nous n�en utilisons pas la pleine
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puissance puisque la seule fonctions AC que nous ayons �a g�erer est �� La complexit�e de notre
algorithme est n�eanmoins d�eplorable� Celle�ci est exponentielle sur le nombre de variables
�choix des variables �egales �a long� et exponentielle sur les ensembles de solutions de chaque
�equation �un appel �a choose�sol pour chaque �equation�� Malgr�e les diverses optimisations
possibles� comme l�utilisation de la m�ethode du point �xe �chapitre �� d�es que la forme
du syst�eme s�y pr�ete� cette complexit�e intrins�eque reste probl�ematique� Jouvelot et Gi�ord
�JG�
� ont propos�e une solution polynomiale �a un probl�eme similaire� Il s�agissait pour
eux de r�esoudre les contraintes d�e�et dont l�alg�ebre est ACUI �Associative� Commutative�
Unitaire et Idempotente�� Une solution suivant la m�eme d�emarche reste envisageable dans
le cas ACZ� Cependant� il est utile de noter que pour la plupart des programmes� le syst�eme
de contrainte est petit� voir vide �J�	��

� Conclusion

Les gains de notre syst�eme sont ceux apport�es par le caract�ere explicite du typage �vs�
typage implicite du chapitre pr�ec�edent�� La compilation s�epar�ee est facilit�ee par le caract�ere
explicite du polymorphisme� La simplicit�e de la description des temps d�ex�ecution n�est
compens�ee que par la richesse du langage trait�e �applicatif et imp�eratif�� Notre syst�eme
est prouv�e consistant avec un sch�ema d��evaluation standard et les algorithmes sont prouv�es
corrects�

Appendice � Exemples

L�int�er�et de l�op�erateur de point �xe �section �� est th�eorique� Voici deux programmes plus
pragmatiques � la fonction map de Lisp et la fonction reduce �a la FP� Pour �nir� nous
discutons des interf�erences possibles entre les e�ets de bord et la r�ecursion�

Les abstractions sont �etendues aux arit�es multiples� Le let� le if et l�op�erateur de
point �xe rec sont introduits dans la syntaxe des expressions� Dans l�expression rec�
l�identi�cateur i est la variable locale �a la d�e�nition r�ecursive� Le temps m est le temps
de la fonction d�e�nie �g�en�eralement long�� Ensuite� viennent le type du param�etre� le type
du r�esultat et l�expression d�e�nissant la fonction�

e ��) ���
�let �i e� e� D�e�nition locale
�if e e e� Test
�rec i m �t� t e� Op�erateur de point �xe

Les r�egles de typage associ�ees �a ces nouvelles expressions sont directes� La seule partic�
ularit�e r�eside dans la r�egle de typage du test o�u le temps total de l�expression est la somme
des temps du test� de la branche vraie et de la branche fausse �cf� section ���

En�n� nous supposons disposer du type �pairof t� t�� d�ecrivant les paires d�objets de
types t� et t�� Nous disposons aussi des constructeurs et accesseurs associ�es � cons� car et
cdr� Les temps d�ex�ecution de ces primitives sont �x�es �a ��

cons � �poly ��t� type��t� type�� �subr � �t� t�� �pairof t� t����

car � �poly ��t� type��t� type�� �subr � ��pairof t� t��� t���

cdr � �poly ��t� type��t� type�� �subr � ��pairof t� t��� t���

Les fonctions map et reduce travaillant sur des listes� nous d�e�nissons le constructeur de
type �listof t� pour d�ecrire les listes d�objets de type t� La sorte �dfunc �type� type�
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indique qu�appliqu�e �a une description de sorte type� le constructeur listof retourne un
type�

listof � �dlambda ��t type�� �drec l �pairof t l���

�� �dfunc �type� type�

listofint � �listof int�

�� type

La fonction map est polymorphe sur deux types et un temps� Le premier type est celui
des objets de la liste prise en param�etre� Le second est celui des objets de la liste r�esultat�
Le temps est le temps latent de la fonction appliqu�ee aux �el�ements de la liste� Le temps
latent de la fonction map est long�

map � �plambda ��t� type��t� type��m time��

�rec map�itern long

��f �subr m �t�� t���

�l �listof t����

�listof t��

�if �null� l�

�proj nil t� �listof t���

��proj cons t� �listof t���

�f ��proj car t� �listof t��� l��

�map�intern f ��proj cdr t� �listof t��� l������

� �poly ��t� type��t� type��m time��

�subr long ��subr m �t�� t�� �listof t��� �listof t����

Nous pr�esentons maintenant la r�eduction utilis�ee dans le langage FP comme op�erateur
d�insertion dans les listes �� Munie d�une fonction binaire et d�une liste� elle construit une
fermeture qui� appliqu�ee �a une valeur d�accumulation� rend le r�esultat de la r�eduction �

�insert f 
 x �� ) �a��f x a�

�insert f 
 x� y� z� ��� �� ) �a��f x ��insert f 
 y� z� ��� �� a��

La fonction insert est polymorphe sur le type des objets contenus dans la liste et sur
le temps latent de la fonction r�eductrice� Le temps latent de insert� ainsi que celui de la
fermeture construite� est �egal �a long�

insert � �plambda ��t type��m time��

�rec insert�bis long

��f �subr m �t t� t��

�l �listof t���

�subr long �t� t�

�if �null� l�

�lambda ��x t�� x�

�let ��z �insert�bis f �cdr l����

�lambda ��x t�� �f �car l� �z x�������

� �poly ��t type��m time��

�subr long

��subr m �t t� t�

�Merci �a P� Fradet pour cet exemple original�



APPENDICE �!

�listof t��

�subr long �t� t���

Il est clair que pour cr�eer une r�ecursion il faut e�ectuer une auto�application� soit en
red�e�nissant Y� soit �a travers la forme sp�eciale rec� Dans les deux cas� le syst�eme de typage
impose un temps long� On peut n�eanmoins s�interroger sur les interf�erences possibles avec
les primitives d�e�ets de bord� M�eme si cela est impossible �Le syst�eme est prouv�e section
��� nous allons tenter de cr�eer une r�ecursion �a travers une r�ef�erence en m�emoire� Le principe
est de d�e�nir la fonction mapfirst qui construit une liste dont le premier �el�ement est obtenu
par calcul direct et dont la queue l�est en appliquant une fonction conserv�ee en m�emoire �a
une adresse pr�ecise�

Supposons qu�une fonction polymorphe du type ad�equat soit conserv�ee en m�emoire et
associ�ee �a la variable globale ref�� Celle�ci a �et�e d�e�nie gr�ace �a une fonction de m�eme type
d�ej�a existante�

ref� � �refof �poly ��m time��t� type��t� type��

�subr m ��listof t��� �listof t�����

Nous pouvons maintenant d�e�nir la fonction mapfirst utilisant la r�ef�erence ref� et en
supposant l�existence d�une fonction map�function �

mapfirst � �plambda ��m time��t� type��t� type��

�lambda ��l �listof t����

�cons �map�function �car l��

��proj �get ref�� m t� t�� �cdr l�����

� �poly ��m time��t� type��t� type��

�subr �� �" m m�map�function�

��listof t���

�listof t����

L�a�ectation de la r�ef�erence ref� avec la fonction mapfirst est interdite� En e�et� le
temps latent de la fonction mapfirst est la somme de m �le temps latent de la fonction
r�esidant �a l�adresse ref�� et d�une constante ��"�� Les deux types sont donc incompatibles�
L�a�ectation devient possible �a condition de r�eviser les types en supprimant l�abstraction
sur le temps m et en le rempla�cant par long �

ref� � �refof �poly ��t� type��t� type��

�subr long ��listof t��� �listof t�����

mapfirst � �plambda ��t� type��t� type��

�lambda ��l �listof t����

�cons �map�function �car l��

��proj �get ref�� t� t�� �cdr l�����

� �poly ��t� type��t� type��

�subr long ��listof t��� �listof t�����

et l�a�ectation devient possible �

�set ref� mapfirst� � stm

�get ref�� � �poly ��t� type��t� type��

�subr long ��listof t��� �listof t����

�� �������
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Conclusion

Bien que motiv�ee par de nombreux int�er�ets pratiques� l�analyse automatique de complexit�e
en temps des programmes n�a pas eu un d�eveloppement rapide� La majorit�e des solutions
propos�ees dans la litt�erature poss�edent deux bases communes � restriction du langage �a un
sous�ensemble analysable automatiquement et calcul d�un r�esultat aussi pr�ecis que possible�
Ces syst�emes sont en deux �etapes� La phase dynamique construisant un syst�eme d��equations
r�ecursives �a partir du programme ne poss�ede g�en�eralement pas de preuve de correction� La
phase statique r�esout le syst�eme r�ecursif par des m�ethodes au cas par cas ou en utilisant
l�appariement de formes� Elle n�est ni g�en�erale� ni totalement automatique�

Bien que ces m�ethodes soient attrayantes d�un point de vue th�eorique� elles ne peuvent
gu�ere �etre int�egr�ees de mani�ere pleinement automatique dans un compilateur� Dans ce
cas �ex � placement statique de t�aches sur les machines parall�eles�� une complexit�e en
temps tr�es pr�ecise est le plus souvent inutile� Une information moins riche mais obtenue
automatiquement est pr�ef�erable et su�sante�

Nous avons donc pris les hypoth�eses inverses� �a savoir � un langage r�ealiste contenant
tous les principes de la programmation applicative et imp�erative sur lequel un syst�eme
r�eellement automatique calcule des informations de temps simples� De plus� nous voulions
�etre �a m�eme de prouver la validit�e de nos syst�emes� Pour cela� nous avons utilis�e le cadre du
typage non standard� plus pr�ecis�ement du syst�eme d�e�ets� o�u les d�eclarations ne concernent
pas que les types des expressions mais aussi diverses propri�et�es comme les e�ets de bord �le
langage FX�� le �ot de contr�ole ou� dans notre cas� les temps d�ex�ecution�

Les langages� support de l�analyse de temps� autorisent les fonctions d�ordre sup�erieur et
les e�ets de bord� Les syst�emes d�inf�erence et de v�eri�cation de type associ�es fournissent� par
une voie nouvelle� des informations de temps sur les programmes� Les d�eclarations de temps
utilisent l�ensemble des entiers �qui bornent statiquement le temps d�ex�ecution� augment�e
d�une valeur sp�eciale repr�esentant la r�ecursion� Le premier syst�eme de typage �chapitre
�� est un reconstructeur pour un langage implicitement typ�e� Les deuxi�eme et troisi�eme
�chapitre �� sont respectivement un v�eri�cateur pour un langage totalement explicite et un
reconstructeur partiel�

La simplicit�e des informations de temps obtenues est �a consid�erer �a la vue des points
suivants� D�abord� nos syst�emes sont totalement automatiques et les langages analys�es
sont r�ealistes �d�un point de vue programmation�� Ensuite� l�obtention de r�esultats plus
pr�ecis n�ecessite l�introduction �ou la reconstruction� des mesures�� Cette introduction ne
doit pas emp�echer les d�eclarations de rester simples et ais�ement compr�ehensibles pour le
programmeur� En�n� tous les syst�emes pr�esent�es sont prouv�e coh�erents avec un mod�ele
standard d�ex�ecution et les algorithmes propos�es sont prouv�e corrects�

Parmi les extensions possibles de ces syst�emes de typage� la premi�ere venant �a l�esprit est
d�augmenter le langage avec le test �if�� Celui�ci est direct �a introduire puisqu�il peut �etre

�Param�etres signi
catifs sur lesquels on exprime les co�uts�

�
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exprim�e par expansion de macro�expression en imbrications d�abstractions� Il ne n�ecessite
donc pas de modi�cation des syst�emes de typage mais implique un temps global du test �egale
�a la somme des temps de l�expression bool�eenne et des deux branches� Cela n�est g�enant
que si l�on d�esire avoir une borne enti�ere pr�ecise et non plus une taxonomie r�ecursive�non
r�ecursive� Dans ce cas� on introduit un op�erateur de maximisation des temps� Le temps d�un
test devient la somme du temps de l�expression bool�eenne et du maximum des temps des
deux branches� L�alg�ebre des temps est alors plus complexe� Elle doit toujours tenir compte
des propri�et�es ACZ de la sommation� mais aussi des propri�et�es ACUIZ �ACZ avec idempo�
tence et �el�ement unitaire� de la maximisation� Pour l�inf�erence� la m�ethode de r�esolution
pr�esent�ee au chapitre � reste valable et le pr�edicat d��equivalence des temps utilis�e� chapitre
�� pour la v�eri�cation s��etend simplement� Par contre la reconstruction partielle suppose un
algorithme d�uni�cation sur cette nouvelle alg�ebre� La deuxi�eme extension simple consiste
�a ajouter au langage les d�eclarations locales �construction let�� Dans le cadre du typage
explicite� cette construction est d�ej�a inclue dans le noyau applicatif et ne demande aucun
travail� Pour l�implicite� elle introduit ais�ement un polymorphisme �a la Standard ML�

Une autre voie d�extension est de chercher �a enrichir le domaine des temps pour obtenir
une information plus riche sur le d�eroulement du programme� L�id�ee imm�ediate est un
domaine des temps �a trois niveaux � un niveau pour les temps constants ��� long dans le
treillis actuel�� un pour des expressions symboliques exprimant un caract�ere polynomial�
logarithmique ou exponentiel du programme et un troisi�eme niveau pour exprimer l�absence
d�information de temps� Cette vision pose un probl�eme di�cile �a r�esoudre concernant la
notion de mesure avec laquelle seront construites les expressions symbolique� En e�et� la
mesure symbolisant le crit�ere signi�catif de la notion de co�ut n�est pas simple �a formaliser
ou �a manipuler automatiquement� Il appara�&t qu�en fait� une information indiquant quelles
structures de donn�ees r�ecursives ayant induit la r�ecursion du programme serait plus facile
�a obtenir et pourrait constituer un premier pas vers la manipulation de mesures�

La constructions des syst�emes pr�esent�es nous a permis d�appr�ehender l�int�er�et et la
puissance du typage non standard� Nous esp�erons continuer dans cette voie et proposer des
syst�emes d�analyse plus puissant� La notion de mesure peut �etre abstraite� par exemple� par
l�ensemble des structures de donn�ees r�ecursives utilis�ees lors de la r�ecursion et permettre
d�obtenir des r�esultats plus pr�ecis� La taille m�emoire utile �a l�ex�ecution d�une expression ou
au stockage des donn�ees pourra �etre obtenue par une m�ethode analogue� Le lancement en
parall�ele d�une t�ache pourrait ainsi ne plus �etre uniquement pond�er�e par le temps d�ex�ecution
mais aussi par la taille de la m�emoire du processeur distant et par le co�ut de transfert des
donn�ees�

�� ����� ��
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