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Résumé

L’architecture compliquée des superordinateurs modernes doit étre prise en compte lors de la con-
ception des programmes pour assurer a la fois une saturation du parallélisme vectoriel et des processeurs
élé mentaires, une bonne localité des références de maniére & ne pas se trouver limité par la bande pas-

sante de la mémoire principale, et un cofit de synchronisation acceptable.

Nous proposons une nouvelle transformation de programme, appelée partitionnement en super-
noeuds, qui s'applique aux boucles imbriquées, et qui permet d’atteindre les quatre objectifs cités
précédemment. Cette transformation est basée sur la connaissance précise des dépendances entre instruc-
tions du corps de boucle. Elle consiste & découper l’espace des calculs par des familles d’hyperplans
respectant les dépendances pour ne pas créer de cycles entre les partitions. La validité d’une famille peut

étre testée automatiquement.

Nous montrons comment cette transformation peut étre appliquée de maniére automatique avec des
algorithmes sur les systemes linéaires d'inégalités des que les caractéristiques du partitionnement sont

connues num ériquement.

Le choix d’un partitionnement optimal, qui dépend 2 la fois des transferts de données, du volume
de données que peut contenir la mémoire la plus rapide, des caractéristiques des unités fonctionnelles et
des performances des primitives de synchronisation disponibles ne peut pas étre fait par dérivation
analytique car de nombreuses données de base, relatives & la génération de code ou & I’ensemble des cal-
culs considérés, sont inconnues en général. Nous proposons donc une liste de parametres et de facteurs
qu’il faut prendre en compte pour déterminer manuellement un partitionnement intéressant. Nous avons
ainsi réussi & obtenir une augmentation de vitesse de 50 % sur Alliant FX-8 en améliorant la localité

des références.

Cette méthode est une généralisation de I’échange de boucles, de la méthode hyperplane et de la
classe des partitionnements qu’on obtient par blocage et échange de boucles. La méthode de génération

de code développée s’applique donc aussi & ces cas.

Mots-clés

Parallélisme, parallélisation, vectorisation, multiprocesseur, transformation de programme, partitionne-

ment.



Abstract

The intricate architectures of today’s supercomputers must be taken into account when program-
ming to insure the best use of vector units and/or elementary processors, proper data locality to exploit

the memory hierarchy, and small synchronization overhead.

We propose a new restructuring technique, called supernode partitioning, that applies to nested
loops and provides code that satisfies the four previous goals. This transformation is based on a precise

knowledge of dependencies.

We show how this technique can be applied automatically with algorithms on linear systems when

the partitioning is numerically defined.

The choice of an optimal partitioning, which depends simultaneously on data transfers, on memory
sizes, on vector unit features and on synchronization means, is intractable analytically because detailed
information about machine code generation is usually unavailable. We explain in a qualitative way the
effects of partitioning parameters like directions, lengths and scheduling. They must be hand chosen to
devise a sound transformation. For example we get a 50% speed increase on the Alliant FX-8 thanks to

the data locality increase.

Rectangular block partitionings, obtained by a combination of strip-mining and loop interchange,
and loop reorderings such as the hyperplane method, are special cases of our approach. Thus, algorithms

based on linear systems are also useful to generate code for these well-known methods.
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INTRODUCTION

Le calcul scientifique et ses besoins illimités en puissance de calcul et en volume mémoire ont
toujours attiré les concepteurs d’ordinateurs mais ces derniers n’ont pu commencer 3 mettre en pratique
leurs idées que trés récemment grice aux progres incessants de la technologie des circuits intégrés. Dés
que la densité nécessaire & I'intégration d’une unité de calcul flottant a été atteinte et méme un peu
avant pour ceux qui voulaient obtenir une part de marché, tout le monde a pu espérer concevoir et

‘réaliser une machine d’une puissance comparable & celle du Cray 1 sans avoir & faire de trop gros inves-

tissements.

De nombreuses start-up américaines ont donc vu le jour pour exploiter la vieille idée des multipro-
cesseurs et 'année 1985 a vu entre autres la naisssance de I’Alliant FX-8! | un octo-processeur vectoriel
ayant la puissance d’un petit Cray pour un dixitme du prix comme le disent les ingénieurs technico-
commerciaux. Cette machine présente pour nous lintérét d’intégrer beaucoup d’idées architecturales
nouvelles, d’avoir été choisie comme processeur élémentaire pour le projet CEDAR7 du Centre pour la
Recherche et le Développement des Superordinateurs (Center for Supercomputing Research and Develop-
ment) de I'Université d’Tllinois & Urbana-Champaign, et d’avoir fait objet de nombreux travaux de la
part de I’équipe Applications de ce centre. Ces derniers ont mis plusieurs mois pour arriver 3 optimiser
le sous-programme pourtant on ne peut plus simple qui effectue le produit de matrice2 . L’effort en valait
la peine puisque la vitesse d’exécution a presque été multipliée par cing, passant d’un maigre 10 MFlops
(MFlops: millions d’opérations flottantes par seconde) a prés de 50 ce qui est tout & fait acceptable en
regard de la puissance théorique de pointe qui est de moins de 70 MFlops. Mais combien d’utilisateurs
sont préts a payer ce prix pour optimiser leurs programmes d’application? Combien de centaines de lignes

de code compte la version optimisée des cinq lignes du produit de matrice?

Tout aussi révélatrice d’un probleéme est la proportion fréquemment citée de 1 pour 20 entre pro-
grammes utilisant les possibilités de multitasking du Cray X-MP et programmes séquentiels classiques
n’exploitant que les unités vectorielles du Cray X-MP. 1l suffit de lire la notice d’utilisation des primitives
de gestion de taches pour voir que les contraintes qu’elles impliquent sur les déclarations des données et
sur la structure générale d’un programme méme tres simple ont de quoi décourager de nombreux utilisa-

teurs.

Les architectures performantes mais compliquées des processeurs scientifiques ne permettent donc
pas aux usagers de profiter directement de leur puissance potentielle faute d’outils logiciels permettant
d’effectuer automatiquement les transformations qu’imposent les deux ou trois niveaux de parallélisme et
les multiples couches de hiérarchies mémoire qui vont des registres aux disques en passant par les
antémémoires (aussi appelées cache), les mémoires locales, les mémoires principales et les mémoires

d’arriére-plan, qui caractérisent ces architectures.



Les solutions proposées auparavant

Plusieurs solutions ont été proposées pour résoudre ce probléme. La premitre, qui est a la fois la
plus simple pour le constructeur et la plus ancienne car elle ne nécessite pas de longues études théoriques,
consiste a fournir aux utilisateurs une bibliothéque scientifique de base adaptée manuellement 3 leur
machine. Il leur suffit de recoder leurs programmes en utilisant les primitives fournies dans la biblioth& que
pour obtenir des performances honorables sur la plupart de leurs programmes. Et de recommencer
Popération le jour ol ils changent de machine... ce qui est un atout supplémentaire pour le vendeur ini-
tial tant que les bibliothtques ne sont pas normalisées. C’est par exemple la premitre voie qu’a choisie le
groupe Applications du OSRD précédemment cité. La bibliothtque scientifique BLAS3 (Basic Linear
Algebra Subprograms), congue initialement avec des opérations sur les vecteurs a été réécrite successive-
ment avec des opérations mixtes portant sur un vecteur et une matrice (BLAS 2) puis avec des opérations
sur les matrices uniquement (BLAS 3) quand le groupe s’est rendu compte que ¢’était le type d’opérations

qui utilisait au mieux le potentiel de 1’Alliant FX-8.

La deuxieme solution consiste & reprendre des méthodes anciennes, développées pour les machines
vectorielles, et & les adapter rapidement mais sommairement aux problemes nouveaux. Clest ainsi que le
préprocesseur VAST qui est fourni avec le compilateur Fortran de I’Alliant pour découvrir automatique-
ment le parallélisme des programmes qui lui sont soumis se contente généralement de découper les bou-
cles vectorielles pour fournir des trongons élémentaires & chacun des huit processeurs ce qui ne permet ni
de profiter d’une proportion importante du parallélisme contenu dans le programme, ni d’exploiter pleine-

ment les possibilités de la machine.

Une troisieme solution consiste & utiliser la structure en modules du programme pour identifier des
taches susceptibles d’étre exécutées en paralltle sur des processeurs élémentaires différents. Aucun pro-
duit commercial n’utilise pour le moment cette possibilité dont la faisabilité théorique a été démontrée
par Rémi Triolet dans sa these® et dont la mise en oeuvre a 4té effectuée sous forme d'une phase
supplémentaire de Parafrase® par ce dernier au cours de ’année qu’il a passée au CSRD dans une des

équipes du projet CEDAR.

Une nouvelle approche

Mais cette derniére solution ne modifie pas les programmes au niveau le plus fin. Elle ne permet
donc pas de satisfaire I’ensemble des contraintes imposées par les superordinateurs modernes, ¢’est-a-dire
d’assurer que chaque processeur élémentaire ait du travail en permanence, que ce travail puisse étre
exécuté le plus efficacement possible avec des unités vectorielles, qu’il s’effectue avec un minimum de
données de manitre & utiliser au mieux la hiérarchie mémoire, et enfin que le temps passé a synchroniser

I’ensemble des processeurs reste faible par rapport au temps passé a effectuer des calculs.

Cet ensemble d’objectifs est beaucoup trop contraignant pour qu’une premiére étude du probléme

permette d’en donner une solution générale pour tous les types de programmes. Nous nous sommes donc
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restreint a des séquences d’opérations bien particulieres, les boucles imbriquées, qui sont particulitrement
fréquentes dans les programmes scientifiques olt 'on calcule un certain nombre de grandeurs physiques sur
un domaine bi- tri- et quelquefois quadri-dimensionnel. Chaque boucle correspond alors & une dimension
d’espace ou au temps, et le volume de calculs, qui est proportionnel au produit des longueurs des
différentes boucles, est énorme par rapport au volume de code qui lui a donné naissance. L’optimisation
de ces séquences doit conduire & un gain absolu en temps important méme si le gain relatif est limité et
elle est plus facile que pour des séquences de code quelconque car I’espace des calculs et les relations entre
les calculs sont réguliers. De plus, le volume des calculs est si important que la taille des tiches va

pouvoir étre ajustée d’'une maniere quasi-continue.

La méthode de partitionnement que nous proposons dans ce travail est basée sur I'idée intuitive que
les valeurs calculées en un point d’un espace physique quelconque ne sont pas utilisées & court terme,
directement ou indirectement, pour évaluer les grandeurs intéressantes en un autre point du domaine,
éloigné du premier. Concretement, 1’évolution des conditions climatiques & Paris peut étre calculée sans
prendre en compte la situation de New-York, du moins pendant un certain temps. La propagation
d’influences d’un point & un autre de I’espace physique se traduit dans les calculs par des relations
producteurs-consommateurs entre points de ’espace des calculs plus ou moins voisins, relations qui sont
appelées dépendances. Ces relations entre points de 1’espace des calculs sont fréquemment des relations
entre voisins, méme quand les calculs ne correspondent & aucun phénoméne physique. Clest le cas, par
exemple, de la multiplication de matrice et de nombreux algorithmes d’analyse numérique qui sont fondés

sur des schémas & n points.

L’étude des dépendances va nous permettre d’une part de séparer les calculs qui sont effectués sur
des données indépendantes et de les effectuer en paralltle, sous forme de vecteurs de calculs et/ou sous
forme de taches confiées & des processeurs élémentaires, et d’autre part de regrouper les calculs effectués
avec les mémes données de manitre 3 exploiter au mieux la hiérarchie mémoire de la machine. Les deux
objectifs, qui consistent 'un & effectuer des opérations en paralltle et 'autre & effectuer des opérations
localement se révelent donc complémentaires.En revanche, des compromis sont nécessaires entre le
parallélisme vectoriel et le parallélisme de taches et entre le degré de parallélisme et le temps perdu &

effectuer des synchronisations entre les taches.

-

L’adaptation manuelle de programmes & des multiprocesseurs a déja fait I’objet de nombreuses
études qui ont permis de distinguer plusieurs probléemes. Le premier est la constitution des tiches qui
Jusqu’a présent étaient généralement considérées comme données avec le programme. Le second est
I'affectation statique ou dynamique des tiches aux processeurs en fonction des relations entre tiches et des
liens de communications qui existent entre les processeurs. Le troisitme probléeme est I’ordonnancement
de ces taches qui devient nécessaire des que le nombre des tiches qui peuvent étre effectuées en paralltle
est supérieur au nombre de processeurs. Ces deux derniers problémes ont été étudiés davantage que le

premier et, bien que les trois soient en fait intimement liés, nous nous consacrerons aussi exclusivement
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que possible au premier, la constitution des taches, aussi appelé partitionnement, ce qui explique le titre

de notre travail.

Organisation de la these

Nous présentons notre travail en huit chapitres consacrés successivement aux objectifs, hypotheses
et notations, au partitionnement & proprement parler, 3 la génération de code correspondante, 3
Pévaluation des cofits et des contraintes dus aux données, & D'optimisation du temps de calcul des tiches
é1émentaires et enfin 4 I'optimisation globale du partitionnement. Le premier des deux chapitres restants
nous permet ensuite de mettre en oeuvre les chapitres précédents de maniére continue sur un exemple et
le deuxiéme situe notre travail par rapport aux méthodes précédemment connues. L’ordre des chapitres
risque de ne pas étre toujours bien compris du lecteur car il peut sembler absurde d’effectuer la
génération de code avant d’avoir choisi un partitionnement optimal. C’est vrai lorsqu’il s’agit d’appliquer
le partitionnement & un programme particulier, mais I’exposé des procédés d’optimisation ne peut
s’eflectuer avant d’avoir déterminé 'objet & optimiser qui est le code produit par partitionnement et non

le partitionnement en soi.

Le premier chapitre comporte d’abord une introduction rapide aux solutions matérielles qui sont
proposées pour résoudre les problémes propres au calcul scientifique, illustrée de nombreux exemples de
superordinateurs. La variété de ces solutions nous conduit i limiter Pensemble des machines cibles aux
machines disposant d’une mémoire globale, ce qui élimine les architectures du type hypercube en dépit de
la mode actuelle, et 3 modéliser les machines en ne conservant que quelques caractéristiques comme le
nombre de processeurs, leurs éventuelles capacités vectorielles, la taille et la nature des mémoires
(antémémoire ou mémoire locale). Nous ne prenons aussi en compte que deux niveaux de parallélisme et

deux niveaux dans la hiérarchie mémoire.

Un exemple est ensuite présenté informellement pour donner une idée des problemes qui se posent
puis nous précisons des hypotheses de travail sur le code qui est accepté en entrée, les informations que
nous devons avoir sur lui, les machines cibles, la décomposition des étapes d’optimisation. Le fait qu’il est
indispensable de pouvoir & terme appliquer le partitionnement d’une manitre automatique ou tout au

moins semi-automatique limite aussi l'espace des solutions.

Enfin, nous terminons ce long chapitre introductif par des rappels sur les bases de la parallélisation
automatique de programmes et des définitions précises des concepts pour lesquels un sens précis n’est pas

encore accepté d’une maniére générale.

Le deuxieme chapitre est le coeur de la méthode. Nous montrons d’abord que les hypotheses qui
sont raisonnablement nécessaires pour permettre une génération de code automatique et une optimisation

des choix limitent 1’ensemble des solutions. Deux paradigmes duaux permettent de constituer des taches:
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le découpage de I’ensemble global en parties de plus en plus petites et I’agglomération de calculs
élémentaires en des ensembles de plus en plus importants. Nous proposons d’abord d’effectuer un
découpage de I’espace des calculs par des hyperplans et ensuite de regrouper les caleuls qui se trouvent
dans les cellules unités du maillage créé par une matrice, que nous appelons matrice de partitionnement.
Comme on pouvait s’y attendre, les deux approches donnent le méme résultat mais le découpage par
hyperplans, qui peut aussi étre caractérisé par une matrice, est plus adapté a P’optimisation tandis que

'agglomération par matrice de partitionnement fournit une méthode de génération de code automatique.

Cette génération de code automatique, objet du chapitre trois, présente de trés nombreux
problemes qui ont longtemps semblé tout & la fois impossibles & résoudre automatiquement et trop
délicats pour étre traités & la main sans risque de commettre de nombreuses erreurs. La premitre et seule
génération de code que nous avons effectuée uniquement avec du papier et un crayon nous a rapidement

convaincu de I'intérét de la génération automatique.

Pourtant I’ensemble des problemes - ¢’est-a-dire la génération du code de contrdle global qui assure
Penchainement des tiches et D'identification des tiches particulitres apparaissant aux frontitres du
domaine des calculs, la génération de code vectoriel ou paralltle de chacun des types de taches, quelle
que soit leur forme, I'instantiation de copie dans les machines 3 mémoires locales et enfin la génération

du code de copie - est systématiquement résolu par le recours  la théorie des polytdres convexes.

Cette théorie apparait régulitrement en parallélisation et en transformation de programmes car les
fonctions linéaires marquent fréquemment les limites de ce qu’on sait faire. Il n’est donc pas étonnant que
notre méthode, qui présuppose le calcul des informations traditionnelles en parallélisation, y ait aussi
recours. Il faut noter que les résultats obtenus sont optimaux, qu’il s’agisse de calculs de bornes aussi
précises que possibles ou de simplification de tests, qu’ils sont généralement meilleurs que ceux que nous

avions obtenu manuellement auparavant, et enfin qu’ils sont toujours corrects...

Le chapitre quatre a deux objectifs. Il faut voir d’une part si le choix d’un partitionnement et d’un
ordonnancement local & une tiche a une influence sur la réutilisation des données contenues dans la
mémoire la plus rapide et quelle est cette influence, et d’autre part voir quelles contraintes la taille de
cette mémoire peut entrainer sur la taille des tiches, en fonction du partitionnement et de

Pordonnancement local choisis.

L’optimisation du partitionnement et de ’ordonnancement par les acces aux données n’a pas abouti
4 des résultats aussi complets et exploitables que nous le souhaitions. Les références aux données sont
nombreuses méme dans un simple corps de boucle et donnent des indications contradictoires. Il n’est pas
toujours possible de procéder & des évaluations symboliques, seules susceptibles de permettre une optim-
isation. Enfin, I'optimisation de I’exécution des calculs est un probléme primordial par rapport 2 celui de

I'optimisation des accés aux données et cette dernitre ne doit donc étre tentée que quand le parallélisme
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du programme est supérieur & celui de la machine, comme c’est le cas, par exemple, avec la multiplication

de matrice.

Heureusement, le calcul de la taille que doivent avoir les tiches et les parties de tableaux qu’il faut
copier dans un cache ou une mémoire locale est faisable dés que les directions de partitionnement sont
fixées numériquement. On remarquera qu’il faut évaluer non seulement le volume de transfert mais aussi
le volume de stockage et que ce dernier dépend de l'ordonnancement des transferts mais le temps a

manqué pour étudier ce probléme.

Le chapitre suivant est extrémement bref car Poptimisation de I’exécution d’une tiche sur un pro-
cesseur élémentaire est un probléme qui a été étudié pour les processeurs de la génération précédente
comme le Cray 1. On montrera cependant que le choix de la forme et, non seulement celui de la taille du
partitionnement, dépend du temps d’amorgage des unités vectorielles. Il faut s’arranger pour que les vec-

teurs alent des longueurs constantes quand ce temps est important.

Deux cas sont envisagés dans le chapitre 6 qui fait une synthese des chapitres précédents pour
répondre a la question: quel partitionnement choisir? Le premier est celui d’une machine théorique dispo-
sant d’un nombre infini de processeurs. Cette hypothese permet d’obtenir une forme symbolique du temps
d’exécution qui permet de déterminer les conditions d’existence d’un partitionnement idéal ou la
dégénérescence en ’ordonnancement donné par la méthode hyperplane avec réduction des tiches & un
caleul unique ou en I'ordonnancement séquentiel par constitution d’une tiche unique. Les coefficients de
la fonction et donc les valeurs caractérisant le partitionnement optimal, quand il existe, ne sont pas
connus car ils dépendent principalement du générateur de code utilisé et non du code source que nous
prenons comme entrée. En dépit du caractére théorique de I’hypothese, ce calcul nous permet donc de

d’obtenir un résultat utile, le nombre maximum de processeurs qui peuvent &tre utilisés.

Le deuxiéme cas consiste & ne faire aucune hypothese sur la machine et & étudier qualitativement
les différents termes qui interviennent dans le temps d’exécution total. Cela ne conduit pas & la définition
d’un algorithme de choix mais permet de dresser la liste des facteurs qu’il faut prendre en compte pour

choisir un partitionnement et de préciser comment il sont sensibles & celui-ci.

Le chapitre sept est une illustration presque complite des chapitres qui le préctdent. Un exemple
unique est suivi. On part du code source séquentiel produit habituellement par les programmeurs pour
finir avec deux versions, une pour machine & cache ou i un seul niveau mémoire et une pour machine a
mémoire locale. Nous présentons aussi les résultats d’une expérience de partitionnement effectuée
manuellement pour I’Alliant FX-8 sur ce méme exemple qui a permis d’obtenir un gain de vitesse de 50 %

uniquement grice a une meilleure réutilisation des données présentes dans le cache.
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La comparaison qui termine ce travail permet d’abord de montrer que le partitionnement est une
généralisation de la méthode hyperplane, de ’échange de boucles et de certaines des techniques qui
avaient été proposées pour améliorer I’exécution des programmes scientifiques sur les machines 3
mémoire virtuelle. Comme la méthode hyperplane, elle suppose cependant des informations sur les
dépendances que 1’école américaine estime trop coiiteuses & calculer. Cest pourquoi deux des trois types
de partitionnements que propose J.-K. Peir* semblent un peu simplistes. Ce ne sont d’ailleurs aussi que
des cas particuliers de notre méthode. Mais seules des expériences permettraient de déterminer la

fréquence, parmi des programmes réels, des cas qui profitent d’une méthode plus compliquée.

La systolisation automatique d’algorithme est fondée sur les mémes idées et sur les mémes concepts
que la méthode hyperplane ou le partitionnement décrit dans ce travail, bien qu’elle se prévale de tra-
vailler sur des équations plutét que sur des programmes impératifs procéduraux, i.e. des programmes For-
tran. Il est donc intéressant de relever les points communs et les différences qui existent entre deux

domaines qui s’ignorent mutuellement.

Enfin, de nombreux travaux ont été effectués manuellement, au coup par coup, pour un algorithme
particulier et pour une machine déterminée. C’est le cas du produit de matrice dont nous parlions au
début de cette introduction. Son importance fondamentale en analyse numérique lui a valu une étude
approfondie et il est important de voir ce qu’une méthode générale et automatisable perd par rapport &
une étude spécifique et manuelle. De nombreux autres algorithmes ont été adaptés a des multipro-

cesseurs a hiérarchie mémoire, mais il n’est pas possible de les étudier tous.

Certains chapitres contiennent plus d’informations utiles ou de résultats exploitables que d’autres.
Une lecture rapide peut étre limitée & la section 1.4 du premier chapitre, au chapitre 2, et spécialement 3
ses sections 2.3 et 2.4, au chapitre 3, en portant une attention particulitre aux sections 3.2 & 3.4, et enfin
& la conclusion du chapitre 6 ( 6.4). Un dernier coup d’oeil sur le chapitre 7 devrait suffire pour se faire
une idée des résultats obtenus: calcul de ’ensemble des partitionnements valides et vérification de la
validité d’un partitionnement -automatiques tous les deux-, génération de code automatique, applicable
aux méthodes dont le partitionnements en supernoeuds est une généralisation {échange de boucle,
méthode hyperplane, partitionnement en blocs rectangulaires), évaluation des volumes de données mis en
jeu, criteres de sélection d’un partitionnement et, enfin, mise en oeuvre expérimentale permettant

d’obtenir une augmentation de vitesse de 50%.
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1. OBJECTIFS, HYPOTHESES ET NOTATIONS

Nous allons tout d’abord voir sur de nombreux exemples que les architectures congues récemment
pour le calcul scientifique présentent toutes au moins deux sources de parallélisme, grice 2 la multiplica-
tion des processeurs et & ’adoption d’instructions vectorielles, et une hiérarchie mémoire seule susceptible
de fournir a la fois le débit, le volume et le temps d’amorgage nécessaires. Nous montrerons que ces
caractéristiques nécessitent un découpage des programmes en tiches indépendantes susceptibles de
s’exécuter sur les processeurs élémentaires, et un ordonnancement des calculs permettant 3 la fois une
exécution vectorielle et une bonne localité des références.

Nous traiterons ensuite informellement un exemple concret en partant du code séquentiel Fortran
que les programmeurs ont I’habitude de produire pour arriver & une reformulation du code permettant

d’exploiter pleinement une architecture multiprocesseur vectorielle.

La généralité du probleme de I’adaptation d’un code séquentiel 3 une machine paralléle en rend
impossible une solution générale. Nous allons donc détailler les hypotheses de travail choisies pour
obtenir les premiers résultats dans un domaine encore largement inexploré. Nous ne considérerons que de
petites parties de code, les boucles DO parfaitement imbriquées, nous supposerons que tout I’acquis de la
vectorisation est & notre disposition et nous limiterons I’ensemble des machines cibles. Seuls deux niveaux
de parallélisme et deux niveaux de hiérarchie mémoire seront pris en compte. L’automatisation complite
de la méthode restera un objectif & long terme car de nombreux problemes sont encore insolubles, ne
serait-ce que parce que les données nécessaires, comme le temps d’exécution d’une séquence
d’instructions, sont inconnues. Nous nous limiterons donc & une application manuelle ou semi-

automatique de la méthode.

Enfin, la derniére partie de ce chapitre sera consacrée aux notations et aux définitions. Le domaine
de la parallélisation et de la vectorisation est encore jeune et en plein foisonnement. Aussi de nombreux
termes sont-ils utilisés avec des sens différents par telle ou telle école. Nous donnerons donc des

définitions pour les notions de base utilisées dans les chapitres suivants.
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1.1. Objectifs

Nous allons d’abord présenter de plusieurs architectures de machines congues pour le calcul
numérique et voir qu’elles conduisent & un probleme de partitionnement et de réordonnancement. La
résolution de ce probléme nécessite une modélisation qui conservera le minimum d’information suffisant
pour optimiser le temps d’exécution des programmes (§ 1.1.1). Ensuite, nous énumérerons les facteurs sur
lesquels on peut agir pour faire varier ce temps d’exécution (§ 1.1.2) et nous essaierons enfin d’estimer a

priori les améliorations que nous pouvons apporter (§ 1.1.3).

1.1.1. Les machines-cibles potentielles et leur modélisation

Nous nous intéressons essentiellement aux machines congues pour le calcul scientifique. Prenons par
exemple un modele sismique tridimensionnel** . Chaque dimension est discrétisée en 512 points. Le calcul
a effectuer est une transformation de Fourier discrete. Chaque résultat est un nombre complexe qui va
étre évalué moyennant O (logy(512 X 512 X 512)) opérations qui nécessitent que le tableau
(512 X 512 X 512 X 2 mots == 2048 Mo) passe en mémoire au moins deux fois. Comme on le voit sur
cet exemple, le calcul scientifique se caractérise a la fois par un recours massif 3 des opérations flottantes

sur 64 bits et par la manipulation relativement réguliere de trés grosses masses de données.

Apres avoir vu quels étaient les apports récents de la technologie (§ 1.1.1.1), nous allons passer en
revue les différentes solutions architecturales qui ont été proposées sans nous laisser enfermer dans la
traditionnelle classification de Flynn? ni dans celles, plus précises, que proposent Kuck4s ou Hockney35
car aucune d’entre elles ne permet d’en couvrir 'ensemble (§ 1.1.1.2). Nous présenterons ensuite quelques
exemples de machines réelles, mettant en oeuvre certaines de ces idées. Ces machines sont regroupées
suivant la nature de leur hiérarchie mémoire (§ 1.1.1.3 & 1.1.1.5). Nous expliquons ensuite quelles nous
semblent étre parmi les caractéristiques de ces machines celles qui jouent un réle critique dans
I'adaptation ou I’écriture de programmes ciblés sur elles (§ 1.1.1.6). La plupart des exemples donnés dans

les paragraphes 1.1.1.3 & 1.1.1.5 sont modélisés selon ces criteéres dans le dernier paragraphe (§ 1.1.1.8).

1.1.1.1. L’avancée technologique

Le progres de la technologie n’introduit pas directement de contraintes sur la programmation des
machines, mais il modifie les colits relatifs des différentes composants d’'une machine (unité arithmétique
et logique, unité de controle, etc...) et favorise donc des solutions architecturales qui varient avec le

temps.

Le temps d’exécution des opérations flottantes a été progressivement réduit grice a I’augmentation
de la densité d’intégration et par ’adoption d’architectures pipelinées. Les sociétés Weitek et Analog
Devices, par exemple, vendent des opérateurs flottants en un boftier qui ont des performances brutes de 5

3 10 MFlops!* . La premitre annonce méme un ensemble de boitiers appelé ACCELS? permettant de
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construire une machine ayant 25 Mflops de vitesse de pointe. De tels opérateurs permettraient d’envisager
de doter méme les microordinateurs de puissances de calcul considérables si les mémoires de ces machines
étaient capables de fournir les opérandes et de ranger les résultats & une vitesse suffisante. Le débit d’un
opérateur flottant tournant a 10 Mflops est de 3X8 octets toutes les 100 ns soit 240 Mo/s. On est loin des

capacités des bus mémoire traditionnels.

Le volume de la mémoire, contrairement & son débit, ne pose pas & I’heure actuelle de problé mes
autres que financier. La fiabilité des composants est suffisante pour proposer des mémoires de 256 millions
de mots de 64 bits. Les erreurs soft des composants, qui sont dues i des radiations ou & des particules
cosmiques, sont corrigées par des codes détecteurs correcteurs d’erreurs qui n’augmentent pas trop le
temps d’acces, les pannes matérielles sont suffisamment rares et la puissance consommée reste i un

niveau acceptable.

Bien que considérable, le progres n’a pas été aussi rapide dans le domaine des mémoires que dans le
domaine des opérateurs. Dans un articlel* montrant I'influence de I'intégration VLSI sur I’architecture
des calculateurs scientifiques, Charlesworth et Gustafson donnent les chiffres suivants sur les surfaces de

circuit imprimé et sur les puissances nécessaires aux trois unités fonctionnelles de base:

Unité fonctionnelle 1979 1985 amélioration
Unité arithmétique 2450 sq.in. | 39 sq.in. 63
et logique 760 W 18 W 42

(10 & 20 MFlops)

Unité de contréle 700 sq.in. 6 sq.in. 116
et génération d’adresses 240 W 4w 60
Mémoire (250 ns, 5600 sq.in. | 350 sq.in. 16
1 Mégamot de 64 bits) 430 W 40 W 11

Ces chiffres demanderaient a étre confirmés par d’autres sources mais les fabricants les indiquent rare-
ment. Il en ressort cependant que le probléme architectural se trouve maintenant plus dans la mémoire de
la machine que dans 1’unité arithmétique et logique ou dans I’unité de contréle. Des considérations simi-

laires sont développées brievement dans [24].

Les technologies magnétiques sont aussi utilisées pour accroitre encore le volume de la mémoire.
Contrairement a ce que 'on croit souvent, des progres sont encore possibles et 1’évolution a méme été
aussl rapide que dans le domaine des circuits intégrés avec un doublement de la densité tous les deux ans
et demi pendant trente ans® . Le progres est plus limité pour les temps d’accés moyens qui se rappro-
chent néanmoins de la dizaine de millisecondes et pour les débits quoiqu’on puisse trouver des disques

spéciaux assurant un débit continu de plus de 10 Mo/sec. C’est le cas des disques DD-550 proposés pour
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le supermini SCS 40 qui, avec quatre tétes de lecture, transferent des bloes de 16 Ko & 10.2 Mo/s en

régime continu et a 12 Mo/s en vitesse de pointe.

1.1.1.2. Les solutions architecturales

-

Nous laissons de coté les machines & cadencement par les données (Data Flow Machines) ou &
réduction®! qui n’ont pas encore fait leurs preuves en matiere de calcul scientifique, pour ne nous occuper
que des modifications apportées au modele de Von Neumann. La plupart de ces modifications consistent
en une multiplication d’un ou de plusieurs des trois composants de base: I’unité de contréle, I’unité
arithmétique et logique et la mémoire. L’architecte doit ensuite interconnecter les nombreuses unités

qui résultent de cette multiplication sans créer un nouveau goulot d’étranglement.

Volume de la mémoire

Malgré les progres de I'intégration, une mémoire virtuelle de capacité encore supérieure est souvent
proposée pour pouvoir traiter des volumes de données qui s’expriment en milliards d’octets dés que l'on
veut traiter des problemes & 3 dimensions. L’intérét de la mémoire virtuelle pour les calculateurs
scientifiques n’est pas démontré car il vaut peut-étre mieux laisser le programmeur gérer lui-méme ses
entrées-sorties efficacement plutdt que de lui laisser croire que la machine peut le faire. Les algorithmes de
remplacement de pages, qui fonctionnent correctement dans un environnement de gestion, peuvent donner
de trés mauvais résultats sur du code scientifique. Le probléme est connu depuis longtemps et il nécessite
une adaptation des programmes qui a été étudiée! mais pas implémentée, 2 notre connaissance, dans des
compilateurs commerciaux. Un réordonnancement des opérations peut conduire & une diminution (ou &

une augmentation!) spectaculaire des temps d’exécution.

Vitesse de la mémoire

Trois solutions complémentaires sont utilisées sur la plupart des machines: augmentation du débit
par le découpage de la mémoire en bancs, présence de nombreux registres vectoriels et diminution du
nombre d’acces 3 la mémoire & I'aide d’une antémémoire (cache) ultra-rapide. Ces trois solutions
entrainent des contraintes de programmation. Les performances d’une mémoire i plusieurs bancs
dépendent largement de la succession des adresses accédées. Cela conduit & éviter certaines dimensions
de tableaux pour ne pas provoquer de conflits de bancs, & modifier les schémas de stockage traditionnels,
en colonnes ou en lignes, ou & échanger des boucles pour faire progresser les adresses de la maniere la plus

efficace possible.

Les registres et I’antémémoire posent un méme probleme: étant donné leur vitesse, leur prix est
élevé et I’espace de stockage qu’ils offrent est limité. Il faut adapter les tailles des boucles et des tiches 3
cette capacité. De plus ils ne présentent un intérét que si les données qui y sont stockées sont utilisées

plusieurs fois. Pour y arriver, il faut choisir un bon ordonnancement des opérations.
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Le fonctionnement d’un cache est aussi caractérisé par la politique de remplacement choisie. Quelle
donnée déja présente faut-il remettre en mémoire quand le cache est plein et qu’on veut y conserver une
nouvelle donnée? Différentes solutions, & base de mémoire associative, sont possibles mais la plus simple,
et sans doute la moins coliteuse et la plus rapide, est celle qui est utilisée dans 1’Alliant FX/8. A chaque

adresse en mémoire correspond une seule position du cache obtenue en négligeant les bits de poids fort de

P’adresse physique.

Deux politiques de répercussion des écritures s’opposent: le write-back et le write-through. La
seconde consiste & effectuer les écritures au fur et & mesure qu’elles se présentent ce qui permet de
charger la mémoire régulitrement et de ne pas avoir & vider le cache lors d’un changement de contexte.
La premiére consiste & ne faire I’écriture que quand la position occupée dans le cache est réclamée pour
une autre donnée. La charge de la mémoire en écriture est réduite mais il faut brutalement vider le cache

de temps & autre.

Le probleme se complique encore quand il faut traduire les adresses logiques en adresses physiques.
Faut~il faire fonctionner le cache avec les adresses logiques avant la traduction ou sur les adresses phy-

siques aprés traduction?

Enfin, les antémémoires, comme les mécanismes de mémoire virtuelle, gérent les donnnées
présentes par lignes, par blocs ou par pages de mots machine plutét que par mots pour avoir une capacité
suffisante & un cofit acceptable. Les défauts de cache entrainent une activité mémoire tres supérieure a
ce que croit souvent le programmeur. En cas de défaut de cache, il faut réécrire I’ensemble de la ligne si
elle a été modifiée (cas des caches write-back) et, dans tous les cas, charger toute la nouvelle ligne avant
de pouvoir reprendre l’exécution des calculs. Une mauvaise utilisation du cache peut done avoir des

conséquences catastrophiques sur les performances globales.

La multiplicité des parametres & prendre en compte rend difficile I'analyse et la prévision exacte

des performances & attendre d’une machine comportant un cache. Nous ne prendrons en compte dans la

suite que la taille du cache pour éviter les débordements.

Débit des mémoires magnétiques

Quand le volume des données est aussi important que dans les calculs scientifiques, le temps
d’entrée-sortie n’est plus uniquement fixé par le temps d’acces. Le débit du disque importe, surtout
quand les fichiers sont stockés de manitre contigue et que des pistes entieres sont transférées. La plupart
des systémes d’exploitation des machines de calcul scientifique répartissent (File Spreading) donc les

fichiers sur plusieurs disques.
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Vitesse de calcul

Partant de processeurs dont la vitesse est fixée par la technologie, 'augmentation de la vitesse de

calcul globale ne peut venir que de leur segmentation ou de leur multiplication. La multiplication peut

s’effectuer de différentes maniéres: multiplication des unités fonctionnelles dans 1'unité arithmétique et

logique (CDC 6600), multiplication des unités arithmétiques et logiques toujours sous le contréle d’une

unique unité de contrdle capable d’envoyer simultanément un ordre différent & chaque unité

arithmétique et logique (VLIW19 ), multiplication des couples formés de P'unité arithmétique et logique et

de la mémoire avec une unique unité de contrdle envoyant la méme instruction & chaque unité

arithmétique et logique (SIMD?? ) et multiplication des processeurs (UAL+UC+M) eux-mémes (MIMD?20 ),

Trois catégories sur cinq n’apparaissent pas dans la classification de Flynn.

1)

2)

Les unités arithmétiques pipelinées sont la base des machines vectorielles, machines pour lesquelles un
important travail de recherche a conduit & des compilateurs commerciaux aux performances accept-
ables. Le taux d’accélération peut étre trés fort quand le programme est presque exclusivement vec-
toriel. Mais il décroit tres fortement quand la proportion de code scalaire augmente (Amdahl’s Law? )
Il n’est pas possible de donner le gain moyen qu'on peut attendre de ces architectures car il dépend
simultanément du rapport des vitesses des processeurs scalaires et vectoriels et de la proportion de

code scalaire, et donc des programmes exécutés.

La multiplication des unités fonctionnelles est couramment utilisée au moins au niveau des fonctions:
Padditionneur ne partage pas de circuiterie avec le multiplieur. Cette idée a été utilisée depuis
longtemps puisque les CDC 3600, 6600 et 7600, les IBM STRETCH, 7094 et 370/165, le Cray X-MP,
de nombreux array-processeurs et la plupart des nouveaux minisupercalculateurs (Alliant FX/8, Con-
vex C1, SCS 40) en ont bénéficié. Les gains que cette technique peut apporter ont été étudiés par de
nombreux auteurs. Foster et Riseman?! ont trouvé un gain moyen de 1.72 avec un échantillon de 7
programmes pour un CDC 3600 ayant un nombre infini d’unités et de registres. Tjaden et Flynn®
arrivent & un gain moyen de 1.86 avec 3 programmes de ’ACM pour I'IBM 7094. Avec le CDC 6600
les gains sont aussi autour de 1.7 mais montent & 2.43 sur un exemple. Kuck conclut dans[45] que le
gain doit se trouver entre 1.5 et 2.5. Veidenbaum® propose aussi 1.5 et Ellis17 ne trouve des gains plus

forts qu’en déroulant massivement les boucles paralltles des programmes (jusqu’a 32 fois).

Ces gains plus forts sont effectifs avec les machines de type VLIW ol de trés nombreuses unités fonc-
tionnelles sont disponibles. La présence de plusieurs multiplieurs ou de plusieurs additionneurs est
difficile & exploiter efficacement mais une nouvelle technique de compilation appelée trace schedulingl?
a été récemment développée pour résoudre ce probleme. Par rapport aux machines vectorielles, le
progres est sensible quand les programmes contiennent des boucles paralleles non vectorielles, par

exemple quand 1’adressage est non-linéaire. C’est le cas de la FFT.
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La classe des machines SIMD, qui, notons le au passage, résoud aussi le probleme de la bande passante
mémoire, est large, mais, d'une maniére générale, ce type de machine impose des programmes si
spéciaux que personne n’a encore réussi 2 y adapter des programmes automatiquement. En effet, les
unités arithmétiques et logiques n’acctdent qu’au banc mémoire qui leur correspond exactement, ou
bien selon une permutation qu’autorise le réseau d’interconnexion entre les UALs et les bancs
mémoire. Les échanges de données entre processeurs sont done difficiles 3 coder (tri, transposition de
matrice, FFT). Sur des cas particuliers, comme le traitement d’image, ce type d’architecture peut étre
extrémement efficace.

-

Il ne nous reste plus & étudier que le cas des machines MIMD ot plusieurs processeurs exécutent
simultanément des portions de code indépendantes, se synchronisent de temps & autre et échangent
des données via un mécanisme de communication. La multiplication du nombre de processeurs
aggrave encore le probleme du débit mémoire si tous les acces ont lieu dans une mémoire globale et
les solutions évoquées précédemment, registre, antémémoire et mémoire 3 bancs, sont aussi utilisées
dans un contexte multiprocesseur au prix d’un réseau d’interconnexion dont la complexité et le prix
augmentent plus que linéairement (en O (n?) ou en O (n log n)) avec le nombre de processeurs. Une
autre solution consiste & diminuer le nombre d’acces 3 la mémoire globale en utilisant des mémoires

locales.

La solution extréme consiste & supprimer la mémoire globale et & implémenter un mécanisme de com-
munication et de synchronisation par messages entre les processeurs. Dans tous les cas, la présence de
mémoires locales impose un travail supplémentaire au programmeur et/ou au compilateur: il faut
décider de ce qu’on y met et s’arranger pour ne pas y mettre trop de choses car les mémoires locales
sont plus petites que la mémoire globale. L’absence totale de mémoire globale pose aussi le probléme
du stockage des données globales. Il faut les partitionner, puis les répartir dans les mémoires locales,
et ensuite gérer la transmission de ces données entre processeurs. La présence de certaines données sur
certains processeurs conduit a essayer d’y exécuter certains processus. La suppression de la mémoire

globale conduit donc & un probleme d’affectation des processus aux processeurs.

Cette derniere catégorie de machines requiert du parallélisme de haut niveau (Coarse Grain Paral-

lelism) alors que les précédentes exploitaient le parallélisme élémentaire (Fine Grain Parallelism). Ce

parallélisme de haut niveau est beaucoup plus difficile 3 découvrir dans un programme séquentiel. La

recherche de boucles paralltles contenant des appels de procédures est une premidre possibilité%3 . Le par-

titionnement des boucles imbriquées que nous proposons en est une autre.
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Réseau d’interconnexion

Dans de nombreuses architectures, le réseau d’interconnexion, qu’il soit a liens fixes ou variables,
constitue le goulot d’étranglement & la fois pour la vitesse pure et pour la validité économique de la
machine car le produit du temps de traversée du réseau et du nombre de ses composants augmente plus
vite que le nombre de processeurs. Le probleme a déja regu une attention considérable? et nous n’avons
pas lintention de lui apporter une solution par le logiciel. Nous supposerons qu’il a été résolu d’une

maniere satisfaisante dans la machine pour laquelle nous devons optimiser un programme.

Moyens de synchronisation

Suivant les architectures, les besoins de synchronisation et de communication sont plus ou moins
importants. Ils sont généralement assurés par du matériel mais le programmeur ne peut parfois y accéder
que par le biais d'une bibliothtque spécialisée et du systeme d’exploitation. La sécurité du systeme et
I'exécution simultanée de taches appartenant 3 des usagers différents nécessitent cette interface et con-
duisent a des overheads importants, que 1’usager s’efforcera d’atténuer en augmentant la taille de ces
taches ou plus simplement en n’exploitant pas le parallélisme de la machine. D’apres le constructeur, 95%

des programmes s’exécutant sur Cray X-MP /4 n’utilisent qu’un processeur.

Conclusion

Nous allons maintenant voir comment ces différentes solutions partielles ont été intégrées dans des
machines MIMD existantes, en nous intéressant principalement au probleme de l'organisation de la

mémoire.

1.1.1.3. Multiprocesseurs 2 mémoire globale

Le cas typique est celui du Cray X-MP/48. Quatre processeurs se partagent une unique mémoire
globale dont le débit est a peu prés suffisant pour les alimenter. En fait, les conflits mémoires provoquent
de 20 & 30 % de baisse de performance®® 36 . Les synchronisations de taches se font par appel & une

bibliothtque de modules spécialisés?® , via le systeme d’exploitation. Ce sont des opérations cofiteuses.

N

L’Alliant FX-8% est aussi un multiprocesseur & mémoire globale, mais contrairement % la machine
précédente, il posséde un cache global de 128 Ko relié aux processeurs élémentaires par un réseau cross-
bar dont la bande passante est deux fois supérieure & celle de la mémoire. Le débit de la mémoire est
insuffisant pour alimenter les 8 processeurs, qui sont tous identiques et vectoriels (8 X 11.8 Mflops en
pointe sur 64 bits), et les données doivent nécessairement se trouver en cache et en registre pour que les
unités fonctionnelles atteignent leur vitesse nominale. Cette machine dispose de plus d’une mémoire vir-
tuelle, elle aussi susceptible d’étre le goulot d’étranglement. Enfin, de puissantes primitives de synchroni-
sation cablées permettent aux processeurs élémentaires de s’attribuer trés rapidement une nouvelle tiche

a effectuer.

T
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1.1.1.4. Multiprocesseurs & mémoire locale et globale

Le nouveau modele de Cray Research, le Cray 2, posstde une mémoire locale. La mémoire globale,
qui peut atteindre une capacité de 256 MW, fournit un mot de 64 bits par cycle de 4 ns & chacun des
quatre processeurs, en l’absence de conflits. Cette mémoire est réalisée avec de la mémoire dynamique
NMOS dont le temps d’accés de 220 ns implique un temps de lancement de 55 cycles pour les charge-
ments vectoriels et une attente équivalente pour les acces scalaires. Les mémoires locales de chaque pro-
cesseur, dont la capacité est limitée 2 16 KW, ont le méme débit de un mot par cycle mais le temps
d’acces est limité a quelques cycles. Les unités fonctionnelles sont uniquement reliées aux huit registres
par un crossbar qui permet leur fonctionnement simultané. Pour atteindre un temps de cycle aussi faible
et pour diminuer la taille des cartes, 'unité de controle a été simplifiée et le chainage des pipes n’est pas
possible. Cela implique un important travail d’ordonnancement a la génération de code plus proche de ce
qui se fait en microprogrammation ou en programmation d’array-processeurs bas de gamme que dans les
compilateurs traditionnels. Les algorithmes d’ordonnancement travaillent classiquement sur des corps de

boucles déroulées et permettent d’atteindre des performances supérieures au Gigaflops.

£y

Le projet NYU?% %6 | qui est surtout connu & cause de son réseau d’interconnexion opératif fetch-
and-add, a &€té congu avec une mémoire globale. Quoique I’objectif soit de connecter 512 processeurs et
d’atteindre des puissances considérables, le prototype ne compte pour le moment que 8 processeurs 2 base
de 68010. Ce projet doit surtout permettre de valider le concept de réseau d’interconnexion opératif, con-
cept qui a été repris par IBM pour son projet RP3. Théoriquement, ce réseau doit permettre aux pro-
cesseurs élémentaires de gérer collectivement et rapidement des files d’attente, et donc de s’allouer trés
rapidement des tiches 4 exécuter. Pour ne pas ralentir excessivement les 512 processeurs élémentaires &
cause du temps de latence du réseau, il est prévu de doter chaque processeur d’un cache local. La solution

mémoire locale est écartée au profit du cache pour simplifier 1’écriture du logiciel.

Le projet de recherche RP3!1 (Research Parallel Processor Project) d’IBM a été congu pour permet-
tre de tester différentes architectures possibles. Chaque processeur élémentaire dispose d’un cache de 32
Ko et d’une mémoire de 4 Mo qui peut étre découpée & volonté entre mémoire locale et mémoire globale
par une frontiére ajustable gérée par le contréleur mémoire. On peut donc faire varier contintiment la
configuration d’une machine sans mémoire globale & une machine sans mémoire locale. De plus, un
mécanisme de mémoire virtuelle permet d’offrir une capacité d’adressage suffisante pour n’importe quel
programme scientifique. Chaque processeur est vectoriel mais les performances sont limitées: 0.9 Mflops en
pointe. Le temps de start-up est faible puisqu’on obtient 90 % des performances avec un vecteur de 20
é¢léments. L'unité vectorielle permet aussi d’effectuer des transferts de données entre les niveaux de la
hiérarchie mémoire. Enfin, les processeurs et les mémoires, dont le nombre doit étre de 64 dans la

premiére étape et monter a 512 ensuite, sont interconnectés par un réseau opératif emprunté au projet

NYU, qui doit permettre de réaliser efficacement les synchronisations.
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Le projet CEDAR?? , pour lequel le Centre de Recherche et de Développement des Superordinateurs
de I'Université d’Illinois 3 Urbana-Champaign (Center for Supercomputing Research and Development at
UIUC) doit recevoir environ 30 millions de dollars étalés sur 5 ans, a pour but & construire une machine
multiprocesseur & mémoire globale. Chaque processeur élémentaire est lui-méme un multiprocesseur vec-
toriel commercial, un Alliant FX-8, dont le contréleur mémoire doit étre modifié pour mettre la mémoire
globale dans I’espace d’adressage des processeurs élémentaires. De nouvelles primitives de synchronisa-
tion, exécutées & I’aide d’un processeur spécialisé intégré i la mémoire, ont été développées® pour
gérer ce multimultiprocesseur vectoriel, qui posséde trois niveaux de parallélisme et quatre niveaux de

hiérarchie mémoire.

La compagnie IBM commercialise aussi une machine de ce type, le 3090 VF® . Cette machine peut
comporter de un & quatre processeurs, comme le Cray X-MP. Ces processeurs partagent une mémoire glo-
bale pouvant monter théoriquement 3 128 Mo mais disposent aussi de caches locaux de 64 Ko et d’une
autre mémoire limitée & 256 Mo (P’architecture permettrait de monter & 16 To) qui sert de cache disque
pour la mémoire virtuelle (Ezpanded Storage ou Mémoire d’arritre-plan). L’espace virtuel d’un processus
est de 2 Go. L'utilité d’un cache pour une machine vectorielle a été longtemps contestée 3 cause du
manque de localité de référence auquel conduit une programmation orientée vecteur. Ce choix et ses
conséquences sont largement défendus et expliqués dans [15]. La puissance de pointe théorique d’un pro-
cesseur vectoriel est de 108 MFlops, mais le gain réel du processeur vectoriel par rapport au processeur
scalaire n’est que de 3 a 4, ce qui conduit & des vitesses d’une vingtaine de MFlops. La synchronisation
des processeurs se fait par l'intermédiaire du systeme d’exploitation, ce qui doit conduire 2 définir des
tiches assez grosses. Aucun outil automatique n’aide V’utilisateur 2 programmer en parallele mais le com-
pilateur Fortran®? géndre du code vectoriel. Ce compilateur a été développé avec ’aide de I'équipe du
projet PFC® de Rice University.

En plus de RP3, IBM a entrepris un deuxieme projet de recherche sur les architectures paralltles, le
projet LCAP (Loosely Coupled Array of Processors). Il s’agit d’interconnecter une machine haut de
gamme, tournant sous un systéme d’exploitation classique IBM, et plusieurs array-processors. Trois

étapes doivent se succéder:

- LCAPI: un 3081 sous VM et 10 FPS 164 avec 'option FPS Max, plus un 4381 en frontal; la puissance
attendue est d’environ 500 Mflops;

- LCAP2: identique & LCAPI mais le 3081 doit étre exploité sous MVS;
- LCAPS3: le 3081 est remplacé par un 3090 et la puissance attendue passe & 1.33 Gflops.

Cette architecture, qu’on retrouve dans la configuration Multi AP de 'ONERA et dans le projet MARI-
ANNE de la CIMSA-SINTRA, se distingue des précédentes car, s'il existe toujours une mémoire globale,
cette dernigre n’est plus accessible directement par les processeurs élé mentaires. Il faut d’abord transférer

les données de la mémoire globale, ici la mémoire virtuelle du 3081, & la mémoire locale du FPS 164,
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transférer les programmes et apres exécution recopier les résultats sur le 3081. Il est donc nécessaire de
prévoir un important effort de programmation pour adapter un programme a ce type d’architecture. De
plus, le temps de lancement d’une tache et, dans une moindre mesure, le temps-d’exécution des primitives

de synchronisation sont assez élevés parce que tout se fait par logiciel. Cela conduit 3 rechercher du

parallélisme & forte granularite.

La nouvelle machine de ETA, la filiale de CDC spécialisée dans les superordinateurs, dispose aussi
de plusieurs niveaux dans sa hiérarchie mémoire. Les processeurs élémentaires de I’'ETA 1069 reprennent
le jeu d’instructions du Cyber 205. IIs n’ont pas de cache et peu de registres (256 mots) mais une impor-
tante mémoire locale (4 MW = 32 Mo). La mémoire globale, qui peut monter & 256 MW (2 Go) semble
Jouer le role de la SSD de Cray. En effet, elle sert b conserver les pages qui ne tiennent plus en mémoire
locale et a copier les fichiers dans I'espace d’adressage des processeurs. La taille des pages peut varier dans
de larges limites (1024, 2048, 8192, 65536 ou 262144 octets). Les transferts de données entre mémoire glo-
bale et mémoires locales semblent gérés par le mécanisme de mémoire virtuelle. Les 8 processeurs
élémentaires partagent aussi un buffer collectif destiné a assurer des synchronisations rapides. De 1 3 18

unités d’entrée-sortie autonomes assurent les transferts entre les disques et la mémoire globale.

L’Université de Californie 3 Berkeley développe un projet de superstation de travail pouvant
compter de 6 & 12 processeurs élémentaires. Cette machine, appelée SPUR33 (Symbolic Processing Using
RISCs) devra pouvoir aussi bien exécuter du code scientifique que des applications écrites en Common
Lisp, mais le traitement symbolique est ’objectif premier. Chaque processeur a un jeu d’instructions de
type RISC augmenté des opérations flottantes les plus courantes (elles sont exécutées par un copro-
cesseur) et une puissance comparable 3 un VAX 8600 ou & une Symbolics 3600, mais 1’architecture globale
est similaire 3 celles du Sequent Balance 8000 et du Elxsi 6400 (cf. figure 1.1.1.4). Chaque processeur
¢lé mentaire dispose d’un cache instruction de 512 octets intégré dans la méme puce et d’un cache local
de 128 Ko, organisé en blocs de 32 octets, dont la cohérence est assurée par le matériel. Il peut accéder 3
la mémoire globale par un bus unique en une quinzaine de cycles, contre un pour le cache. Ce temps est
acceptable, d’aprés les concepteurs de SPUR, parce que plus de 98 % des acces mémoires peuvent étre
satisfaits par le cache, dans le cas de leurs programmes étalons. Nous pensons que le comportement du
cache sera moins satisfaisant avec des programmes de calcul scientifique. Le temps de cycle projeté et
utilisé dans les simulations est de 100 & 150 ns, ce qui conduit & des performances de 1 & 2 MFlops

suivant la proportion d’additions, de soustractions, de multiplications et de divisions qui sont effectuées.

Enfin, la société BBN propose le Butterfly qui peut compter jusqu’a 128 processeurs. Chaque pro-
cesseur est constitué d’un 68000, d’un 68881 et de 4 Mo de mémoire (maximum) et colite de 6000 & 9000
dollars. Sa puissance est de 0.5 Mips, ce qui donnne environ 60 Mips pour 128 processeurs. Les mémoires
locales sont accessibles par tous les autres processeurs via un réseau & commutation de paquets dont la

bande passante croit avec le nombre de processeurs.



MEMOIRE PARTAGEE

ENTREES

SORTIES
| SPUR BUS |
C 1 0’2 C f12
P”1 P2 = ‘12

Le projet SPUR
- Figure 1.1.1.4 -




B

1.1.1.5. Multiprocesseurs & mémoire locale

Suite au succés du projet Cosmic Cube®® du CalTech, les architectures sans mémoire globale ont
commencé & se répandre, spécialement avec un réseau de connexion hypercubique. Apres avoir acheté la
licence du CalTech, la société Intel a développé un produit commercial, 'iPSC (Intel Personal Supercom-
puter), en plusieurs versions comptant 32, 64 ou 128 noeuds. Chaque noeud contient de 512 Ko & 4.5 Mo
et le processeur de calcul flottant est un 80287. Cette premitre version a été assez décevante car les per-
formances en calcul flottant d’un processeur élémentaire étaient tout & fait insuffisantes (20 KFlops!).
Dans le meilleur des cas, on pouvait obtenir 1 MFlops avec 128 processeurs. Ce défaut a été corrigé dans
la derniére version®® ol chaque processeur élémentaire se voit adjoindre un coprocesseur vectoriel & base
de circuits intégrés Weitek (iPSC-VX) et atteint une vitesse de pointe de 6.67 MFlops. Pour les
opérations de base, les vitesses effectives vont de 0.28 2 4.4 MFlops pour des opérandes de 64 bits
résidant dans la partie ”rapide” de la mémoire vectorielle. Ce coprocesseur n’est malheureusement pas
intégré au processeur principal (80286) dont il ne partage méme pas ’espace d’adressage. Dans ces condi-
tions, il est difficile de comprendre comment le préprocesseur vectoriseur VXP, qui est censé transformer
les séquences de code paralléle en appels a des routines d’une librairie résidant en PROM, pourrait pro-
duire un code efficace. L’usager est fortement encouragé i programmer en utilisant directement les

modules de cette bibliotheque.

L’espace d’adressage limité du coprocesseur vectoriel nécessite la copie des données pour pouvoir les
traiter vectoriellement, puis la recopie des résultats pour pouvoir les échanger avec les processeurs voisins
(voir figure 1.1.1.5). D’autre part, le staré-up d’un envoi de message entre deux processeurs est tres long
(quelques millisecondes: 4.5 & 6 ms suivant les sources), méme si le débit point & point n’est pas
négligeable (de 250 Ko/s & 700 Ko/s suivant les sources). Enfin, la synchronisation des processeurs peut
s’effectuer en recourant directement au processeur hote via une liaison Ethernet. Comme dans toutes les
architectures sans mémoire globale, le code doit étre dupliqué sur chaque processeur, ce qui ne laissait
souvent pas beaucoup de place pour les données dans la premitre version. L’absence de mémoire globale
entrainait aussi une perte de temps considérable & l'initialisation pour diffuser le code et les données ini-
tiales dans chaque noeud et & la fin pour regrouper les résultats sur le frontal, un microordinateur Intel.
Ceci dit, la société Intel a tout de méme eu le mérite de prendre le risque de proposer le premier mul-

tiprocesseur commercial de type hypercube.

D’autres sociétés proposent des produits basés sur ’architecture hypercube. Ametek propose le Sys-
tem 14 qui est un hypercube, comptant de 16 & 256 processeurs élémentaires (80286 + 80287) et atteig-
nant des performances de 0.8 & 12 MFlops, sur lequel nous n’avons pas trouvé d’informations précises,

Ncube, le NCUBE/ten, qui en compte de 64 & 1024, et Floating Point Systems, la série T.

Le multiprocesseur NCUBE/ten31: 32 est basé sur un microprocesseur congu directement pour étre
utilisé dans une architecture hypercube. Il intégre un cache instruction de 32 octets et toutes les

fonctionnalités nécessaires pour communiquer avec les noeuds voisins (11 canaux bidirectionnels) ou pour
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gérer la mémoire dynamique locale. Cela permet de réaliser un noeud disposant de 128 Ko avec seule-
ment 7 boitiers car les boitiers mémoire dynamique sont organisés en 64K X 4, mais les échanges se font
par demi-mots de 16 bits. Cette machine étant destinée au calcul scientifique, le jeu d’instructions est
inspiré de celui du VAX et comprend les instructions flottantes. Les 0.5 MFlops (sur 32 bits, 0.3 MFlops
sur 64 bits) de chaque processeur lui donnent une puissance équivalente  celle d’un VAX 11/780 et per-
mettent d’afficher une vitesse de pointe de 500 MFlops pour la configuration maximale de 1024 pro-
cesseurs. Le onziéme canal permet & chaque noeud de communiquer directement avec un processeur
d’entrée-sortie, qui gtre 128 canaux simultanément. La machine est livrée avec un dérivé d’UNIX
comme systeme d’exploitation, étendu pour gérer des cubes de processeurs par des primitives comme
WHOAMI qui permet au programme de savoir sur quel processeur il s’exécute ou comme NREAD et

NWRITE qui permettent d’échanger des données entre noeuds voisins ou entre un noeud et la machine

hote.

La série T de Floating Point Systems® , qui est basée sur le Transputer d’INMOS et sur des chips
Weitek, comprend des modtles allant de 16 noeuds & 16384 noeuds. La configuration la plus importante
atteint une vitesse théorique de 262 GFlops et nécessite un immeuble entier pour abriter la machine.
Chaque noeud contient 1 Mo de mémoire organisée en 2 bancs dissymétriques dont la bande passante en
mode vectoriel contigu atteint 2560 Mo/s pour le chargement et le déchargement des registres grice &
I'utilisation de circuit video RAM. Le débit entre les registres et I’'unité vectorielle est de 3 X 64 Mo/s,
deux lectures et une écriture. L’unité vectorielle a une vitesse de pointe de 16 MFlops. Chacun des
canaux du Transputer offre un débit de 0.5 Mo/s et leur temps d’initialisation n’est que de 4 ps. Pour

que les transferts entre noeuds soient masqués par les calculs, il faut effectuer 100 opérations sur chaque

mot de 64 bits...

D’autres types de réseau d’interconnexion ont été proposés, comme les grilles ou les arbres, mais ils
ne permettent pas de simuler un aussi grand nombre de topologies que I’hypercube. Le multiprocesseur2?
Cm” en est un exemple. Les processeurs sont reliés d’une maniere hiérarchique, d’abord en groupe (clus-
ters), puis en ensemble de groupes. Les échanges entre processeurs se font via les mémoires grace & des
controleurs mémoire intelligents qui gérent les communications et augmentent 1’espace d’adressage des
processeurs (LSI 11, 64 Ko). Suivant la programmation des contréleurs, la machine peut fonctionner en
mode mémoire partagée ou communication par messages. Les processeurs élémentaires lisent ou écrivent
leur mémoire locale en 3 ps, la mémoire d’'un de leurs compagnons de cluster en 8.6 us et la mémoire
d’un processeur d’un autre cluster en 35.2 us. Le message le plus court est transmis en 85 us. Cette
machine est d’une conception assez ancienne et ne supporte pas les calculs flottants. Les expériences qui
ont été menées pour en tester l'architecture ont donc été limitées 3 des calculs en nombres entiers? 56 |
Il ne semble pas prévu a I’heure actuelle de remettre & niveau les processeurs élé mentaires mais les tra-
vaux sur I’écriture de programmes paralleles et le probleme du mapping des taches sur les processeurs %8

continuent.



1.1.1.8. Modélisation

La description précise de chaque architecture contient beaucoup trop d’informations pour pouvoir
étre utilisée comme base d’optimisation de programmes. Il faut ne retenir que les caractéristiques qui con-

ditionnent le plus les performances et donc modéliser les machines.

Le nombre de processeurs élémentaires (appelés processeurs par la suite), supposés tous identiques,
et la présence d’unités vectorielles restent des éléments importants, mais comme nous 1’avons montré en
1.1.1.1, les mouvements de données conditionnent de plus en plus les performances. Nous nous
intéresserons donc & l'organisation hiérarchique de la mémoire mais en ne considérant que deux niveaux
au plus tout au long de ce travail. Nous espérons pouvoir montrer que Papplication itérative de notre
méthode résoud aussi le probleme & N niveaux. La puissance de calcul de chaque processeur est un fac-

teur important, au moins relativement & la vitesse de transfert.

Chacun de ces deux niveaux, le niveau lent et le niveau rapide (mémoire locale ou cache), peut étre
distribué sur chaque processeur comme dans les architectures hypercubiques ou bien global comme sur

PAlliant. Les tailles des différentes mémoires sont connues.

Les échanges entre les mémoires peuvent étre gérés automatiquement, par un mécanisme
d’antémémoire ou de mémoire virtuelle (mécanisme qui n’est pas représenté sur les figures), ou
programmeés et exécutés soit par les processeurs élémentaires (P) soit par des processeurs d’échange (E).
Dans le cas oli il y a des processeurs spécialisés, les processeurs élémentaires ne peuvent généralement
pas avoir acces a la mémoire la plus lente. Le débit et le temps de démarrage des transferts entre les

deux niveaux sont intéressants.

Le réseau d’interconnexion des processeurs élémentaires et des mémoires locales ou globales n’est
pas pris en compte car le probleme du mapping des taches sur les processeurs ne sera pas étudié. Nous
faisons '’hypothese que le réseau est symétrique vis-a-vis de tous les processeurs et de toutes les
mémoires et que les concepteurs de la machine lui ont donné une bande passante suffisante pour que les

performances d’un processeur ne soient pas perturbées par 1’activité d’un autre.

Les moyens de synchronisation disponibles sur la machine peuvent étre directement cAblés ou acces-
sibles via le systeéme d’exploitation. Leur nature ne nous intéresse pas. Seul compte le temps d’exécution
des primitives que nous allons utiliser. Cet aspect de la machine sera donc caractérisé par un simple

coefficient, relatif & la puissance de calcul et au débit des transferts.

1.1.1.7. Exemples de modélisation

Nous allons voir sur quelques exemples l'effet simplificateur de la modélisation. Tout d’abord,
PAlliant FX-8 (figure 1.1.1.7.a) avec ses quatre caches globaux (C1 & C4), ses huit bancs mémoires (M1 &
M8), ses huit processeurs élémentaires (PE1 & PES8), ses deux bus mémoire et ses processeurs d’entrée-

sortie (IPC). La maniére dont est obtenue la bande passante de la mémoire, des caches ou du réseau
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d’interconnexion ne nous intéresse pas. Les bancs mémoire sont donc regroupés comme les caches partiels

et le réseau cross-bar disparait. Ceci conduit & la premitre modélisation (figure 1.1.1.7.b). Comme les

taches que nous allons générer par partitionnement sont toutes identiques, elles occuperont le méme

espace dans le cache global. Il est donc équivalent de le remplacer par 8 caches locaux d’une capacité

égale & 1/8&me de la capacité originale.
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Le projet RP3 (figure 1.1.1.7.c) a été congu pour tester différentes architectures. Plusieurs
modélisations sont donc possibles, mais comme nous ne prenons en compte que deux niveaux de la
hiérarchie mémoire il faut choisir entre le cache et la mémoire locale (figure 1.1.1.7.d). La gestion de la
mémoire virtuelle, les processeurs d’entrée-sortie et de mesure de performances disparaissent. L’unité vec-

torielle est fondue avec le reste du processeur.

Le projet NYU est un sous-ensemble du projet RP3. Comme dans les autres cas, les composants
d’interconnexion disparaissent. Seuls subsistent les caches que contiennent les interfaces processeur

élé mentaire / réseau d’interconnexion (figure 1.1.1.7.¢).

L’IBM 3090-400 avec I'option VF (figure 1.1.1.7.f) a une structure assez compliquée, qui comporte
cing niveaux de hiérarchie mémoire si les registres et les disques sont pris en compte, mais qui est, elle

aussi, ramenée au schéma général (figure 1.1.1.7.g.).

Enfin, PETA 10 (figure 1.1.1.7.h et 1.1.1.7.i) pose un probleme. En effet, la mémoire globale est en
fait une mémoire d’arriere-plan et les transferts se font donc par page. L’occupation de la mémoire locale
par une partie de tableau n’est pas une fonction directe du nombre d’éléments. Le stockage d’une ligne ou
une colonne peut nécessiter un espace de N pages dans un cas et de N mots dans un autre. Les transferts
entre niveaux mémoire par un mécanisme de type mémoire virtuelle paginée nécessiteraient done un
traitement spécifique. Pour le moment, faute d’informations suffisamment précises sur 'ETA 10, nous

faisons une approximation par des mémoires caches.

Le Cray 2 (figure 1.1.1.7.j) est directement représenté au niveau modélisation car c’est une machine
assez simple quant aux principes mis en oeuvre. Il faut noter les mémoires locales qui ne peuvent &tre
chargées que par l'intermédiaire des registres scalaires ou vectoriels du processeur. Le compilateur For-

tran semble I'utiliser pour stocker des scalaires et, sans doute, quelques copies des registres vectoriels.
P

Les machines modélisées sont assez semblables, & part RP3 et le Cray 2. Il serait intéressant de voir
ce que donneraient des machines possédant des opérateurs de transfert programmables, comme le
démonstrateur de MARIANNE, pour lesquelles nous n’avons malheureusement pas trouvé de documenta-

tion.

1.1.1.8. Conclusion

A I'image de ce qui se passe dans les industries manufacturieres, les machines de pointe nécessitent
une meilleure organisation du travail. Le programmeur (et, & terme, le compilateur) doit gérer
I'implantation des données dans les différentes mémoires, ordonnancer correctement les opérations
élé mentaires, partitionner ses calculs en taches, organiser les communications et les synchronisations entre
les processus et affecter les processus aux processeurs. Faute d’outils automatiques, il ne sera possible
d’exploiter efficacement ce type de machines qu’avec des bibliothtques spécialisées dont les modules

auront été adaptés manuellement, et & grand frais.
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1.1.2. Décomposition de I'objectif général de minimisation du temps d’exécution

Le temps total d’exécution d’un programme est, approximativement, la longueur du chemin critique
du graphe d’ordonnancement correspondant, graphe qui est construit sur les tiches de calcul, sur les
taches de transfert et sur les taches de synchronisation. L’optimisation du temps d’exécution du pro-

gramme passe donc par Poptimisation des taches élémentaires et par leur mise en paralléle.

La réduction du temps de calcul est d’abord obtenue en utilisant les possibilités des processeurs
élémentaires, en particulier leurs unités vectorielles. Il est inutile d’essayer d’optimiser le temps
d’exécution sans commencer par le niveau vectoriel, qui apporte un gain de 3 & 10 suivant les machines,
alors que les gains espérés pour d’autres optimisations sont de l’ordre de 50 %. En effet notre partitionne-
ment repose sur les mémes conditions que la méthode hyperplane et il sera donc souvent possible
d’obtenir une exécution vectorielle comme base de comparaison pour évaluer I'amélioration due au parti-
tionnement. Il faudra donc toujours commencer par exploiter cette possibilité, si les processeurs
élé mentaires sont vectoriels et si les instructions du corps de boucle peuvent se mettre sous forme vec-

torielle.

Le temps de calcul dépend aussi, dans un processeur ayant plusieurs niveaux de hiérarchie mémoire,
de la localisation des données. Il faut essayer de garder les données nécessaires & un calcul dans le niveau
le plus rapide, ou bien diminuer la taille du calcul pour que les données correspondantes puissent y tenir.
Dans le cas des mémoires caches, le gain attendu est souvent de ’ordre de 30 %, mais il peut étre plus
fort du fait des gestions de cache par ligne' . Pour les mémoires virtuelles, le gain peut étre tres fort
puisque dans le cas le plus défavorable chaque instruction, ou au moins chaque tour de boucle, provoque
un défaut de page et donc un temps d’exécution de l'ordre d’une dizaine de millisecondes. Enfin, si les
acces a la mémoire globale s’effectuent & travers un réseau d’interconnexion, son temps de latence va
conditionner le gain. Il n’y a rien & faire quand il n'y a qu’un niveau de hiérarchie mémoire comme sur le

Cray X-MP, quoique la bonne utilisation des registres soit un probléme voisin.

Garder les données dans le niveau mémoire le plus rapide aussi longtemps que possible n’est pas un
objectif facile & quantifier, mais on est sir de I’avoir atteint si, en minimisant les transferts entre les deux

niveaux, on ne transfere chaque donnée qu'une seule fois.

Il reste ensuite & paralléliser les tiches élémentaires. Pour les tAches de calcul, cela revient 3
équilibrer la charge entre les processeurs. On sait qu’une solution optimale est obtenue quand ils sont
tous actifs en permanence. Cet objectif est d’autant plus facile & réaliser que les tiches élémentaires sont

plus petites. Quand le processeur utilisé comporte des processeurs élémentaires de transferts, on peut

TQuand un cache est géré par ligne, ce n’est pas la présence d’un octet ou d’un mot qui est mémorisée dans le
cache mais la présence d’un groupe d’octets. En cas de défaut de cache, il faut ranger la ligne puis recharger la
nouvelle, ce qui prend généralement plus de temps qu'une écriture-lecture simple bien que dans certaines
machines la longueur de la ligne soit prise égale & la somme des largeurs de tous les bancs mémoire. L'IBM
3090% et 'Alliant FX-8%7 utilisent cette technique qui permet d’augmenter le volume du cache i faible cofit et
qui donne de bons résultats avec du code scientifique.
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aussi essayer de paralléliser transferts et calculs en utilisant des buffers supplémentaires.

La durée d’exécution des arcs du graphe des taches dont nous avons parlé au début n’est pas nulle
ou négligeable sur la plupart des machines. Ces arcs correspondent aux opérations de synchronisation qui
sont souvent implémentées dans le systeme d’exploitation de la machine et non directement par matériel,
comme dans ’Alliant. Ceci pousse & diminuer le nombre d’arcs, donc le nombre de tiches et par voie de
conséquence 2 augmenter la taille des tiches élémentaires. Ce probléme a déja été largement &tudié
pour le Cray X-MP 12 car les temps d’exécution des modules de la premiere bibliotheque de multitasking

étaient de l'ordre de la milliseconde. La situation a été améliorée depuis avec I’introduction du micro-

tasking.

On voit donc que ces sous-objectifs sont contradictoires, puisqu’il faut dans certains cas augmenter

la taille des tdches et dans d’autres la diminuer.

1.1.3. Améliorations espérées
Les améliorations espérées sont de deux natures différentes: performance et facilité d’utilisation.

Le développement d’une méthode de partitionnement automatique peut faciliter considérablement
la programmation de machines & plusieurs espaces d’adressage comme les multi-array-processors qui obli-

gent le programmeur & partitionner son programme pour tenir dans les mémoires locales et & générer des

ordres de transfert.

La simple optimisation d’un programme prend un temps considérable. W. Jalby et U. Meier ont
passé des mois pour obtenir des routines de multiplication de matrices efficaces sur I’Alliant FX-841 . 11 est
clair que l'on ne peut pas passer autant de temps sur des procédures moins cruciales, mais ’application

automatique des idées qu’ils ont appliquées manuellement est potentiellement intéressante.

Ensuite, & supposer que les programmeurs soient disposés & effectuer manuellement les transforma-
tions nécessaires, I'application automatique d’un partitionnement permet de conserver des programmes

portables et corrects.

En ce qui concerne le gain en performance, tout dépend de la structure de la machine cible et des
outils logiciels disponibles. Si la machine dispose d’un vectoriseur capable d’appliquer la méthode des
vagues et si les temps de synchronisation sont suffisamment courts pour qu’une instruction vectorielle
puisse constituer une tiche élémentaire, le gain va étre entierement di & ’amélioration des transferts, et

donec relativement limité dans le cas des caches.

Si les taches doivent étre plus considérables ou si le vectoriseur n’applique pas la méthode des
vagues, le gain sera de I'ordre de grandeur du nombre de processeurs ou de l’ordre du rapport vectoriel /
scalaire. Dans le cas le plus favorable et, nous semble-t-il, le plus fréquent, il faudra multiplier ces deux

gains ensemble puis appliquer le gain di & Poptimisation des transferts.
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1.2. Exemple

1.2.1. Le probleme

Nous avons choisi un exemple représentatif de calculs numériques ot la valeur en un point est
calculée en fonction des valeurs des points voisins.

P

Il s’agit d’une résolution de I’équation de la chaleur sur une barre métallique chauffée aux deux
extrémités. Le probleme a deux dimensions, une spatiale et une temporelle. La température 3 I'instant t
en un point I de la barre va dépendre de la température des points voisins et du point 1 & Iinstant t—1.
En négligeant les coefficients introduits par les unités et par la conductivité de la barre, et en appliquant

une méthode de différences finies, on arrive & une équation de récurrence de la forme:

Byt By + By
3.

Bt,! =

Les conditions aux limites sont définies en By,+ qui représente I’état initial de la barre, en B. g et en

B: n 41 qui représentent 1’état des deux bouts de la barre au cours du temps.

1.2.2. Code séquentiel

Aucun programmeur ne laissera 1’équation précédente sous cette forme si seul 1’état de la barre &
I'instant final importe. Il essaiera de réduire l’espace mémoire nécessaire au calcul. De plus, les
identificateurs seront choisis pour étre un peu plus significatifs. Pour simplifier les conditions initiales, on
se contente de chauffer symétriquement les deux bouts de la barre de manitre 3 en augmenter la
température de INCRTEMP 2 chaque pas de temps. L’instant final est TFIN. Le programme typique

ressemble done au suivant:



-37-

& 2

PV 1

C 8

PV 2

Modélisation de 'ETA 10
- Figure 1.1.1.7.i -

PV 8




- 38 -
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ML4

REAL BARRE(0:LNGBARRE+1)

C  On suppose que le tableau barre est initialisé pour T==0

DO T = 1, TFIN

BARRE(0) = BARRE(0) + INCRTEMP

BARRE(LNGBARRE+1) = BARRE(0)

T1 = BARRE(0)
DO L = 1, LNGBARRE
T2 == T1

T1 = BARRE(L)




o =
BARRE(L) = (BARRE(L+1) + T1 + T2)/3.

ENDDO L
ENDDO T

Calcul de la température d’une barre

On remarque que ce programme est nettement moins lisible que 1’équation du paragraphe précédent.

1.2.3. Application d’un restructureur

La boucle interne ressemble fort & un exemple utilisé par Allen et Kennedy® pour montrer comment

leur vectoriseur PFC modifiait les programmes.

100 CONTINUE

Version originale du programme d’Allen et Kennedy

Le programme original est d’abord vectorisé en utilisant ’expansion de scalaire sur T1 et T2:
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T1 =X(1)
T2 =X(2)
TMP1(0) = T1

Programme vectorisé

Le programme est bien vectoriel, mais pas trés astucieux puisqu’un seul temporaire aurait suffit. Mais
PFC va plus loin et élimine les deux temporaires en exploitant la sémantique de Fortran 8X pour obtenir

une instruction vectorielle unique équivalant  I’équation mathématique initiale:

X(2:N-1) = (X(1:N-2) + X(2:N-1) + X(3:N)) / 3.0

Instruction vectorielle

La manitre dont ce résultat est obtenu n’est pas expliquée dans le rapport que nous avons cité. Cest une
illustration de Forward Substitution appliquée & des tableaux. Il montre cependant que partir d’un pro-

gramme FORTRAN ou d’une équation de récurrence peut étre équivalent.

Ce genre d’instruction vectorielle montre aussi I’amélioration de lisibilité qu’un FORTRAN vec-
toriel apporte, au prix il est vrai d’un effort supplé mentaire pour le compilateur qui doit générer propre-

ment les temporaires nécessaires. Notre programme devient maintenant:



]

DO T =1, TFIN
BARRE(0) = BARRE(0) + INCRTEMP
BARRE(LNGBARRE+1) — BARRE(0)
BARRE(1:LNGBARRE) = (BARRE(O:.LNGBARRE) + BARRE(1.LNGBARRE)
& + BARRE(2:.LNGBARRE))/3.
ENDDO T

Version vectorielle du calcul de température

Le calcul itératif et le schéma 3 trois points sont maintenant mis en évidence.

1.2.4. Adaptation & un multiprocesseur

La premiére idée consiste 2 découper I’instruction vectorielle en trongons, de maniére 3 avoir du
travail pour chaque processeur. La longueur des trongons peut étre choisie en fonction du temps de
démarrage des unités vectorielles, de la longueur des registres vectoriels, qui est en principe corrélée au
parametre précédent, ou du nombre de processeurs. La premitre solution est plus intéressante quand la
machine peut fonctionner en mode dégradé, avec moins de 8 processeurs en cas de panne), ou bien
répartir aléatoirement ses processeurs 4 des tiches totalement indépendantes (multitasking). Dans ces
deux cas (non exclusifs), le nombre de processeurs utiles est inconnu lors de la compilation. Le programime

résultant est le suivant:



DO T =1, TFIN

BARRE(0) = BARRE(0) + INCRTEMP

BARRE(LNGBARRE-+1) = BARRE(0)

DO L = 1, LNGBARRE - L1, L1

BARRE(L:L+L1-1) = (BARRE(L-1:L+L1-2) + BARRE(L:L+L1-1)
& + BARRE(L+1:L+L1))/3.

ENDDO L

[F ( MOD(LNGBARRE,L1).NE.1) THEN finir ce qui reste & calculer
ENDDO T

Version vectorielle (mal compilée) du calcul de température

Cette version est malheureusement fausse car la sémantique du programme initial n’est pas respectée. La
définition de BARRE(L+L1-1) & D'itération L écrase la valeur recherchée par la référence BARRE(L-1) &
Pitération L+L1. Le compilateur de I’Alliant FX/8, qui procede par trongonnage pour alimenter les pro-

cesseurs élémentaires de la machine, nous a semblé commettre cette erreurd? .

Quand la machine cible dispose d’un cache ou d’une mémoire locale, on s’apergoit que cette solution
nécessite un nombre de transferts de données égal au nombre d’utilisations. Il est un effet peu probable
que le tableau BARRE soit suffisamment petit pour tenir intégralement en mémoire rapide et chaque cal-
cul d’un nouveau trongon va nécessiter 1’évacuation des nouvelles valeurs du trongon précédent et le
chargement des anciennes valeurs du nouveau. De plus, le nombre de synchronisations est élevé, ce qui

peut étre génant quand elles sont gérées par logiciel.

C’est la solution qui a été retenue par le préprocesseur VAST utilisé sur Alliant FX/8, machine

qui effectue les synchronisations entre processeurs d’une manitre extrémement efficace.

1.2.5. Probleme de synchronisation posé par un partitionnement bidimensionnel

Pour résoudre les deux problémes qui viennent d’étre exposés, il faut réutiliser les données quand
elles se trouvent en mémoire rapide et augmenter la taille des taches. Le premier objectif est atteint en
itérant plusieurs fois selon T avant de passer aux valeurs voisines en L. Le second, en définissant des

tAches bidimensionnelles.

Pour ce faire, on peut tout d’abord penser utiliser le blocage de boucle (Strip-Mining®® ) qui est

utilisé classiquement pour adapter la quantité de parallélisme disponible & la machine cible ou & ses
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registres. En bloquant les deux boucles sur T et L par des facteurs de T1 et L1, et en permutant les deux
boucles internes, on obtient bien des taches rectangulaires dans D’espace d’itération. Elles sont

représentées figure 1.2.5. pour T1=L1=4 et voici le programme résultant:

DO T =1, TFIN, T1
DO L = 1, LNGBARRE, L1
C Code d’une tache
DO T’ = T, MIN(T+T1-1,TFIN)
IF(L.EQ.1) THEN
BARRE(0) = BARRE(0) + INCRTEMP
BARRE(LNGBARRE+1) = BARRE(0)
ENDIF
L’ = MIN(L+L1-1,LNGBARRE)
BARRE(L:L’) = (BARRE(L-1:L™-1) + BARRE(L:L’) + BARRE(L+1:L’+1))/3.
ENDDO T’
C Fin du code de la tache
ENDDO L
ENDDO T

Version bloguée du calcul de température

Mais si le blocage de boucle est toujours valide, ’échange de boucles n’est possible que si les
dépendances vérifient certaines conditions®: 5 et le programme partitionné que nous venons d’obtenir ne
fournira des résultats exacts que si des synchronisations sont ajoutées a chaque itération T’ de chaque
tache (cf. figure 1.2.5). Autrement dit, il faudrait se contenter de taches monodimensionnelles, qui seraient
constituées d’un trongon de ligne comme dans le paragraphe 1.2.4. Le gain qu’on pouvait attendre en aug-
mentation de localité de référence serait alors réduit & néant. Chercher  n’avoir qu’une synchronisation
par tache conduit & une étreinte fatale: la tiche ¢; ne peut étre exécutée ni avant, ni apres, ni

parallelement i la tache ¢,
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Partitionnement par blocage et permutation de boucles

- Figure 1.2.5 -

1.2.8. La solution proposée

La solution précédente se raméne & découper le domaine d’itération en pavés. C’est ce découpage

que nous appelons partitionnement.

La solution proposée ne définit pas les partitionnements & partir de structures de contréle comme
les boucles DO mais utilise ’ordre partiel sur les calculs que génere le flots des données. Dans le cas
précédent, ensemble des calculs pourrait par exemple étre découpé par des droites de pente 1 et -1. Ces
deux pentes sont déterminées en étudiant la manidre dont les calculs échangent de l’'information. Le
nouveau partitionnement obtenu est dessiné figure 1.2.6. et le lecteur pourra se convainere qu’il est possi-

ble d’en synchreniser correctement l’exécution avec un point de synchronisation par tiche élémentaire.

Du fait de la dualité qui existe entre les synchronisations et les communications, cette solution

minimise simultanément les deux. En prenant pour facteur de blocage n pour les deux directions de
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- Figure 1.2.6 -

Pespace d’itération, on obtient 3/n communications par point calculé avec le découpage carré et
2/n +1/2 avec le découpage en losange. Le nombre de synchronisations passe de 1/n 4 1/n2.

Appliquée au cas de I’Alliant FX-8, ce partitionnement a permis d’obtenir avec ce calcul de
température une augmentation de 50 % de la vitesse de calcul uniquement grice & la bonne utilisation du

cache qui en résulte.
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1.3. Hypotheses de travail

Nous ne prétendons pas apporter une solution universelle au probleme du partitionnement des pro-
grammes. C’est un vaste sujet de recherche qui est en train de prendre de l'importance avec le

développement du marché des multiprocesseurs et de nombreuses personnes I’étudient & I’heure actuelle.

Nous allons done nous intéresser & un sous-probleme en restreignant i la fois les portions de code
considérées (§ 1.3.1) et I'ensemble des machines cibles (§ 1.3.2) et en profitant du travail qui a déja été
effectué pour les machines vectorielles (vectoriseur: § 1.3.3). Certaines des hypotheses faites ici seront

affaiblies dans les chapitres suivants toutes les fois que ce sera possible.

Nous allons aussi restreindre ’espace des solutions en prévoyant I’application automatique (§ 1.3.4)

de notre méthode de partitionnement et le simplifier en décomposant le probleme (§ 1.3.5).

1.3.1. Portions de code considérées

Nous nous intéressons exclusivement aux boucles DO imbriquées des langages impératifs
procéduraux comme Fortran. Rappelons qu’un ensemble de boucles est dit imbrigué si pour toute paire de
boucles (B, B' ), ou bien B fait partie du corps de B' ou bien B' fait partie du corps de B. Une

structure de contréle comme:

DO100I= ..
DO 200 J= ...

200 CONTINUE
DO 300K = ...

300 CONTINUE
100 CONTINUE

Boucles non-imbriquées

n’est pas appelée un ensemble de boucles imbriquées.

Du fait de leur imbrication, 'exécution de ces boucles consomme une part considérable du temps
d’exécution et leur optimisation est donc intéressante. D’autre part, la régularité du domaine d’itération

.

qui est parcouru a l’exécution simplifie le partitionnement. Etant donné la nouveauté du probleme, il
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vaut mieux commencer par étudier le cas régulier avant d’étudier le partitionnement d’un graphe de
taches quelconques. Enfin, dans beaucoup de cas, la durée d’exécution d’une tache sera proportionnelle au

nombre d’itérations de boucle qu’elle contiendra, ce qui simplifie le probleme de ’ordonnancement.

Pour que le domaine d’itération soit parfaitement défini statiquement, nous ne traiterons que les
boucles dont les expressions de bornes sont des expressions affines des indices englobants. Cette restriction
peut sembler draconienne mais nous espérons que les méthodes de caleul de prédicats!® et de propagation
interprocédurale®? 13 de prédicats permettront de ramener la plupart des boucles imbriquées & ce cas par-

ticulier.

Ces boucles doivent de plus étre parfaitement imbriquées, c’est-a-dire que toutes les instructions
autres que les ordres DO doivent se trouver dans le corps de la boucle la plus imbriquée. Cette restriction
est trop forte et il faudra la lever pour rendre applicable la méthode de partitionnement présentée ici.
Nous I’avons néanmoins jugée indispensable pour simplifier la génération de code qui est déja
suffisamment complexe avec cette restriction. Dans le chapitre 3 consacré 3 la génération de code, nous

signalons toutes les utilisations de cette hypothese.

Sur le plan théorique, les boucles non parfaitement imbriquées ne posent pas de probléme car Abu-
Sufah a montré dans son PhD! que tout ensemble de boucles imbriquées pouvait étre transformé en un

ensemble de boucles parfaitement imbriquées. Par exemple, le programme

DO 100 I=1,N
T(I)=o0.
DO 100 J=1M
T()=TI)+A(J)
100 CONTINUE

Boucles non parfaitement imbriquées

devient:
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DO 100 I=1,N
T(I)=0.
100 CONTINUE

DO 101 I=1,N
DO 101 J=1,M
T()=T(I)+A(LJ)
101 CONTINUE

Boucles parfaitement imbriquées

Malheureusement cette transformation nécessite parfois 'ajout de tests dans le corps de boucle, tests qui
vont, au pire, empécher la vectorisation de la boucle la plus interne et, au mieux, ralentir
considérablement I’exécution vectorielle en nécessitant la génération d’instructions vectorielles condi-

tionnelles ou d’instructions de scatter-gather. Or ces tests seront faux la plupart du temps.

On peut envisager d’ajouter ces tests dans une premitre phase de normalisation des boucles
imbriquées, puis d’appliquer notre méthode de partitionnement et enfin d’essayer de retirer la plupart de
ces tests en appliquant une méthode d’élimination de code mort basée sur des prédicats calculés
interprocéduralement. Les instructions non parfaitement imbriquées ne devraient alors étre conservées

que dans les tiches qui se trouvent x la surface du domaine d’itération.

Une autre méthode, plus efficace, consiste & prendre en compte ces instructions pendant le parti-
tionnement, et a profiter du fait que les tiches se trouvant & la surface du domaine d’itération ont de
toute fagon un code particulier pour les y réintroduire. C’est cette voie que nous avons jugée trop

délicate pour étre mise en oeuvre dés la premiere présentation du partitionnement.

Les boucles considérées devront aussi avoir un incrément unitaire pour simplifier I’évaluation du
nombre de calculs et le remplacement des indices initiaux par certaines de leurs combinaisons linéaires.

Les méthodes traditionnelles de vectorisation nécessitent la méme normalisation des boucles.

Nous avons déja envisagé la présence de tests dans les corps de boucle pour résoudre le probleme
de la non parfaite imbrication. Les tests peuvent poser deux problemes. S’ils conduisent 3 la sortie d'une
ou de plusieurs boucles (EXIT), ils empécheront vraisemblablement toute parallélisation et indirectement
tout partitionnement intéressant. S’ils ne provoquent que des branchements internes au corps de boucle,
la situation est moins mauvaise mais nous ne pouvons plus faire I’hypothtse de proportionalité du temps

d’exécutionet du nombre d’exécutions du corps de boucle. Reste la possibilité d’utiliser une valeur
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moyenne, évaluable a partir du ratio #rue/false du test, comme temps d’exécution. Ce ratio serait donné

par 'utilisateur.

La présence d’appels de sous-programmes ou de fonctions pose aussi plusieurs problemes. Tout
d’abord, il faudra étre capable de calculer les dépendances propres au corps de boucle et recourir & une
méthode complexeS3 car les méthodes traditionnelles ne peuvent pas traiter ce cas. Une fois cet obstacle
surmonté, il reste a étre capable d’évaluer le temps d’exécution de la routine appelée et & supposer qu’il
est indépendant de la valeur des paramétres d’appel puis, au moment de la génération de code, & estimer
le volume mémoire qui va étre nécessaire pour exécuter cette routine. En effet, qu’il s’agisse d’un cache
dont on veut éviter le débordement ou d’une mémoire locale limitée, il faut disposer d’une formule expli-

cite donnant I’espace mémoire requis en fonction des parametres. Cette fonction peut étre une constante.

L’¢élimination des boucles contenant des appels de procédures est plus génante qu’il n’y parait au
premier abord. En effet, les boucles DO imbriquées sur beaucoup de niveaux sont rares ou, plus exacte-
ment, cachées par des CALLs d&s que le programmeur structure son programmme ou fait appel & des
modules de bibliothtques scientifiques. L’expansion de procédure3? pourrait constituer une solution pour

les procédures les plus simples.

Enfin, pour le calcul des dépendances, pour le calcul du volume de données manipulées par une
tache et pour la génération de code, nous ne pourrons traiter que les corps de boucle qui ne contiennent
que des références affines aux tableaux. Une référence affine est une référence dans laquelle toutes les
expressions d’indices sont des fonctions affines des indices de boucle. Cette restriction, classique dans le
domaine de la parallélisation automatique, élimine les codes qui font appel a l'indirection comme ceux qui
utilisent des matrices creuses. P. Jouvelot!? vient de mener une étude préliminaire de ce probleme
délicat mais aucune méthode satisfaisante n’est encore disponible. On verra dans le chapitre 3 que le
probleme du maintien de la cohérence des copies ne permet pas de se satisfaire d’une hypothése pessim-

iste de dépendance par défaut dans le cas des machines & mé&moire locale.

1.3.2. Application préalable d’un paralléliseur

L’application préalable d’un paralléliseur permet de garantir le respect de certaines des restrictions
que nous venons d’énumérer, et de diminuer le nombre des dépendances qui contraignent le partitionne-

ment et 'ordonnancement des calculs.

Il n’est pas possible de passer en revue toutes les transformations de programme qui peuvent étre
appliquées par un paralléliseur. Nous ne présentons rapidement ici que celles qui peuvent améliorer
Papplication de notre méthode de partitionnement. Le lecteur intéressé pourra consulter [68, 3] ou bien

[8] pour trouver des présentations plus completes.
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1.3.2.1. Distribution et fusion de boucle

La distribution et la fusion de boucle (Loop Distribution ou Loop Fission et Loop Fusion®® ) sont
deux transformations inverses qui permettent toutes les deux de diminuer les échanges entre les deux
niveaux mémoire, comme 1’a montré Abu-Sufah ! en étudiant le comportement des programmes exécutés
dans un environnement de mémoire virtuelle. Sous certaines conditions, il est possible de distribuer les
instructions du corps de boucle dans deux nouvelles boucles pour diminuer les ressources mémoires
nécessaires au traitement de chaque boucle. Réciproquement, si la méme variable apparait dans deux bou-
cles similaires, il faut essayer de fusionner les boucles pour utiliser au maximum les variables une fois

qu’elles sont chargées dans le niveau mémoire le plus rapide.

DO 1001 =1,N DO100I=1,N
DO 100 J = 1, M DO 100 J =1, M
A(LJ) = A(LI) + A(LJ-1) A(LJ) = A(LJ) + A(LI-1)
B(L,J) = B(I,J) + B(I-1,J) 100 CONTINUE
100 CONTINUE DO 1011=1,N

DO 101 J = 1M
B(L,J) = B(L,J) + B(I-1,J)
101 CONTINUE

Distribution de boucles

Dans I’exemple précédent, la distribution de boucle permet en plus de dissocier la dépendance sur J
introduite par les références au tableau A et la dépendance sur I introduite par B. Aucune des deux bou-
cles n’était paralltle avant la distribution. Apres transformation, chacune des deux boucles imbriquées

peut étre exécutée vectoriellement, moyennant un échange des boucles I et J qui contrdlent le calcul de

A(LJ) (cf. § 1.3.2.4).

1.3.2.2. Alignement de boucle

L’alignement de boucle (Loop Alignment® ) permet aussi d’augmenter le parallélisme potentiel. Cette
transformation consiste & translater les itérations d’une instruction d’un corps de boucle par rapport aux
itérations du reste. Cela a pour effet d’appliquer la méme translation (ou son opposée) aux vecteurs de
dépendances existant entre des références de I'instruction décalée et des références des autres instruc-

tions. Voici un exemple tiré de ’algorithme de QD-décomposition:>4
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DOI=2 N
DO J =0, N-1
(S1) Q(LJ+1) = Q(I-1,J+1) + E(I-1,J+1) - E(LJ)
(S2) E(LJ) = Q(I-1,J+1) * E(I-1,J) / Q(L,J)
ENDDO
ENDDO

Version initiale

Ces deux boucles imbriquées génerent 6 conflits entre les définitions de E et Q et leurs utilisations (figure
1.3.2.2.a). Le graphe de dépendance, qui est représenté en figure 1.3.2.2.b (chaque point représente une
exécution d’une instruction et chaque fleche une occurrence de conflit), ne comporte cependant que les

quatre vecteurs de dépendance suivants:

=) n=() #=(0) %=(})

car plusieurs conflits conduisent au méme vecteur de dépendance. Le vecteur d, correspond i une
antidépendance; nous I’éliminons en renommant la seconde référence 3 E en une référence i E’ dans

I'instruction S1.

Les vecteurs de dépendances d,, d, et d 5 empéchent Pexécution vectorielle des boucles sur I et sur
J. 1I est cependant possible de translater les itérations de S1 de 1 selon indice J, c’est-a-dire de retarder
les calculs des Q jusqu’au moment o ils sont effectivement utilisés dans les calculs des E. A repére con-

stant, cela se traduit par I’addition de -1 & toutes les expressions d’indices contenant J:



DO I=2, N
E(L0) = Q(I-1,1) * E(I-1,0) / Q(L0)
ENDDO
DO I=2, N
DO // J=1, N-1
(s1) Q(LJ) = Q(I-1,J) + E(I-1,J) - EX(1L,J-1)
(S2’) E(LJ) = Q(I-1,J+1) * E(I-1,3) / Q(LJ)
ENDDO
ENDDO
DO I=2, N
Q(LN) = Q(I-1,N) + E(I-1,N) - E’(I,N-1)
ENDDO

Version alignée

DO =2, N
E(L0) = Q(I-1,1) * E(I-1,0) / Q(1,0)
ENDDO
DO I=2, N
(S1) Q(LL:N-1) = Q(I-1,1:N-1) + E(I-1,1:N-1) - E’(I,0:N-2)
(s2) E(I,1:N-1) = Q(I-1,2:N) * E(I-1,1:N-1) / Q(I,1:N-1)
ENDDO
DO [=2, N
QUN) = Q(I-L,N) + E(I-1,N) - E’(I,N-1)
ENDDO

Version vectorielle alignée

Le code transformé ne géntre plus que deux vecteurs de dépendance. Les conflits internes & S1 et 3 S2

- A e N . o - s
donnent toujours les mémes vecteurs de dépendances mais les trois autres sont modifiés de +; suivant,
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S1

S2

ST

Q(lJ+1) | Q(-1,J+1) | E(Q-1,d+1) | E(1)

(0,0)

E(LJ) | Q(-1,J+1) | E(-1,d) | Q(I,J)

\/(1'0)

Avant alignement

/—\(1'0)
Q(lJ) | Q-1,J) | E(-1,) | E(J-1)
(1,0) (0,1)
£L;=1) (0,0)

E(J) | Q(-1,d+1) [ E(I-1,J) | Q(J)

\_/(1'0)

Apres alignement

Conlflits dans I'algorithme de QD Décomposition
- Figure 1.3.2.2.a -
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Graphe de dépendance initial de la décomposition QD
- Figure 1.3.2.2.b -

qu'ils sont orientés de S2 vers S1 ou de S1 vers S2. Le vecteur d, aurait empéché cette transformation

car la translation aurait rendu d, lexiconégatif. Les vecteurs de dépendance restant sont:

et la boucle sur J est maintenant paralléle (figure 1.3.2.2.c).

1.3.2.3. Transformations sur les scalaires

Les transformations sur les scalaires - expansion, renommage et susbstitution - sont utiles pour
supprimer des antidépendances et, dans le cas de la substitution, des datadépendances. Mais I’expansion a
Pinconvénient de consommer inutilement de l’espace mémoire car le parallélisme généré sera trés
supérieur au parallélisme effectif de la machine cible. Il vaudrait mieux effectuer I’expansion au moment

de la génération de code en se contentant de marquer la variable comme devant &tre expansée et en
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Graphe de dépendance aligné de la décomposition QD
- Figure 1.3.2.2.c -

oubliant les antidépendances créées par les scalaires.

Le remplacement du calcul itératif des variables inductives par un calcul direct permet de supprimer

une datadépendence.

1.3.2.4. Echange de boucles

L’échange de boucles n’augmente pas le parallélisme. Cette transformation, qui ne modifie que
Pordonnancement, est destinée & mettre le parallélisme au niveau ol la machine peut ’utiliser: sur la
boucle la plus interne s’il s’agit d’une machine vectorielle, et sur la boucle la plus externe s’il s’agit d’une
machine parallele dont les processeurs ne sont pas vectoriels. Il s'agit donc d'une technique d’adaptation &

la machine, dont nous montrerons qu’elle ne constitue qu’un cas dégénéré de notre méthode (§ 8.2).

Il faudrait donc supprimer I’échange de boucles du catalogue des transformations d'un paralléliseur

appliquant le partitionnement de boucles pour éviter un double emploi. L’application d’un échange de
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boucles avant un partitionnement ne provoquerait qu’une perte de temps mais 'ordre inverse donnerait
des résultats imprévisibles. Deux raisons pourrait justifier un maintien de I’échange de boucles: des con-

ditions d’applications moins strictes ou un temps de compilation beaucoup plus faible.

1.3.2.5. Analyse sémantique du programme

La propagation interprocédurale de constantes peut permettre de simplifier les expressions de bornes
de boucle et les expressions d’indices et donc les rendre compatibles avec les criteres que nous avons

énoncésen 1.2.1.

La propagation intraprocédurale de prédicats, telle que nous l’avons proposée dans [63] , permet
aussi d’améliorer le calcul du graphe de dépendance et donc d’augmenter le parallélisme découvert

automatiquement,

Accessoirement, elle permet d’améliorer d’autres optimisations, comme 1’élimination de code mort,
qui peuvent faire disparaitre des tests ou des appels de procédure. Un plus grand nombre de boucles satis-

feront done nos criteres.

1.3.3. Architectures considérées

Notre objectif est d’abord d’apporter une solution, tres partielle mais efficace quand elle peut
s’appliquer, au probleme du partitionnement. Un certain nombre d’architectures nécessitent la résolution
d’un second probléeme, qui interfere avec le partitionnement, le probleme de D’affectation des processus
aux processeurs et, par voie de conséquence, de la localisation des données relatives & un processus sur

une mémoire accessible par le processeur qui I’exécute.

Les architectures avec lesquelles le temps de transfert des données ne dépend pas uniquement de la
nature de ’émetteur et du récepteur mais aussi de leur position introduisent ce probleme de mapping.
L’absence de mémoire globale conduit aussi & mettre les données dans telle ou telle mémoire locale et
donc & favoriser certains processeurs pour l’exécution de certains processus. Pour éviter d’avoir 3

résoudre deux problemes simultanément, nous nous sommes donc limités aux architectures:

e dans lesquelles I’ensemble des processeurs, tous identiques, n’est pas structuré et est donc défini

par son cardinal.

e dans lesquelles il existe une mémoire globale susceptible de contenir toutes les données nécessaires

a ’exécution du programme.

Ces deux conditions ne sont pas suffisantes pour supprimer totalement le probleme de localisation. Tout
d’abord, les conflits dans le réseau d’interconnexion et les conflits d’accts aux bancs mémoires sont eux
aussl sensibles 2 la localisation des données dans les bancs et des processus sur les processeurs. Ces deux
problemes seront ignorés dans ce travail. D’autre part, les résultats produits par I'exécution d’un pro-

cessus pourraient étre exploités sans le moindre transfert si le processus les utilisant comme données était
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exécuté sur le méme processeur. Cette source d’optimisation, appelée probleme de I'héritage dans la suite,

est tout simplement négligée.

Ces conditions éliminent les machines MIMD fondées sur un réseau d’interconnexion & liens fixes en
forme d’hypercube ou d’arbre, bien que le partitionnement que nous proposons soit une premitre &tape

dans I’adaptation de programmmes & ces architectures.

L’adaptation des programmes & une exécution paralltle et & la taille restreinte des mémoires locales
est heureusement non contradictoire car la multiplication des taches conduit tout naturellement 3 une

diminution de leur taille.

Il n’en est pas forcément de méme avec les unités vectorielles, auxquelles il va falloir assigner un
minimum de parallélisme aux dépens du niveau multiprocesseur. D’autre part, le découpage en téches
peut conduire a définir des vecteurs inexploitables parce que trop courts ou de longueur variable. Il n’est
donc ni possible de découpler le probleme de la génération de code vectoriel du probleme du partitionne-

ment, ni possible d’ignorer le niveau vectoriel & cause du gain qu’il peut apporter.
s gn q PP

Enfin, nous ne prendrons en compte que deux niveaux de la hiérarchie mémoire simultanément. Une
application itérative de la méthode devrait permettre de gérer trois niveaux et plus. Remarquons que les
registres sont utilisés d’une manitre trop spécifique pour se voir appliquer directement les résultats val-

ables pour d’autres types de mémoires.

Il faut noter que, du fait du respect des dépendances, aucun probléme de cohérence de caches ou de
mémoires locales ne devrait théoriquement se poser au cours de I’exécution d’une tiche. Deux tiches qui
peuvent s’exécuter en paralléle ne peuvent pas partager une cellule mémoire en écriture. Le probleme de
cohérence ne resurgit donc qu’aux points de synchronisation, en début et en fin de tache, tout au moins si
la réécriture d’une ligne de cache partiellement modifiée est effectuée sélectivement. Dans la pratique, le

maintien de la cohérence entre caches locaux est assuré par un dispositif matériel.

1.3.4. Application automatique de la méthode

Quoique la méthode que nous proposons puisse étre appliquée manuellement, il est souhaitable
qu’elle débouche sur un algorithme de partitionnement automatique. Nous ne chercherons donc pas i
obtenir en priorité des résultats optimaux mais plutét & développer une technique aussi simple que possi-

ble.

C’est aussi pourquoi nous chercherons & obtenir une formule explicite du temps d’exécution global
pour dériver de bons parameétres de partitionnement et de restructuration de code. Cette formule est
basée sur le modeéle extrémement simplifié de machine, qui a été présenté en 1.1.1.6 et se compose essen-
tiellement de coefficients, comme le nombre de processeurs ou la taille des mémoires, et de drapeux
booléens caractérisant, par exemple, un processeur élémentaire comme vectoriel ou une mémoire comme

étant un cache. Nous faisons par exemple I'hypothtse que les machines ne présentent pas de conflits
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aléatoires sur l'accds & la mémoire globale ou au bus, quoique le probleme ait déja été étudié en
général dans[36] et, pour le Cray X-MP, dans[53]. On utilise une pénalisation moyenne constante,
correspondant 2 l’'utilisation simultanée de tous les processeurs, qui est appliquée 3 tous les transferts

entre la mémoire lente et la mémoire rapide.

Pour calculer le temps d’exécution, nous supposerons aussi qu’aucun processeur ne reste inactif
quand il existe une ou plusieurs tiches dont les données sont disponibles, et qu’il ¥ a toujours de telles
tiches quand le degré de parallélisme est suffisant, quoique les primitives de synchronisation réelles,
utilisées lors de la génération de code, ne le permettent pas toujours. En effet, ces primitives ne sont
généralement pas assez souples pour pouvoir implémenter n’importe quel graphe de tiches. Leur utilisa-
tion entraine I’apparition d’ares supplémentaires: il y a sursynchronisation. Cela ne peut étre une
hypothese acceptable que si les tiches sont assignées dynamiquement aux processeurs et si les pertes dues
aux sursynchronisations sont faibles relativement au temps d’exécution total. Mais du coup le temps

d’exécution en parallele est égal au temps d’exécution séquentiel divisé par le nombre de processeurs.

Le temps d’exécution d’une tiche est considéré comme indépendant du contexte. L’exécution d’une
tiche ne pourra pas étre interrompue par une synchronisation avec une autre tiche. Sa durée sera
considérée comme fixe méme si un autre processeur utilise les mémes ressources de la machine, par exem-
ple, un banc mémoire ou un chemin du réseau d’interconnexion. Ces ressources n’apparaissent d’ailleurs
pas dans la modélisation. Enfin, le cofit d’une synchronisation est indépendant du nombre total de syn-
chronisations a effectuer. Ceci nous permet de rechercher un ordonnancement sur des tiches dont les

durées sont fixées.

L’automatisation complete n’est pas encore possible, car on ne sait toujours pas évaluer le temps
d’exécution d’une séquence de code linéaire et du code de contrdle d’une boucle DO. Ce temps est bien
sir fonction des performances de la machine mais il dépend aussi du compilateur et de I’optimiseur de ce
dernier. Par conséquent, ce renseignement devrait d’abord étre fourni interactivement ou caleulé par
profiling® | quoique le nombre d’opérations flottantes puisse donner une estimation suffisante, vu les
autres approximations qui ont été faites, si le générateur de code est efficace. Pendant I’expérience3?® que
nous avons menée sur I’Alliant il a cependant été impossible d’utiliser ce crittre du nombre d’opérations

flottantes vu I’écart qui existait entre les instructions Fortran et le code généré.

1.3.5. Découpage de I'optimisation en étapes indépendantes

Le probléme complet est trop complexe du fait du couplage entre la génération de code vectoriel
dans une tiche et le découpage en tiche. Dans le cas particulier du produit de matrice, traité manuelle-
ment, W. Jalby et U. Meiert! proposent de découpler les deux problémes et de chercher une solution qui
appartienne & l’intersection du voisinage des deux optima. Pour pouvoir traiter le cas général, nous
résoudrons aussi les deux problemes successivement mais, au lieu de chercher indépendamment une solu-

tion valable pour les deux problemes, nous utiliserons la solution du premier probléme comme contrainte
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pour la recherche d’une solution du deuxieme. Il est alors difficile de vérifier que le résultat obtenu donne

un temps d’exécution proche de Poptimum, sauf s’il conduit & la saturation de toutes les ressources de la

machine.

La premitre phase consiste A ordonnancer les calculs d’une tache pour exploiter 'unité vectorielle
ou/et pour minimiser le volume nécessaire pour éviter les défauts de cache. Les particularités de I'unité

vectorielle peuvent conduire & favoriser une forme de tache ou une autre.

Pendant la deuxieme phase, la forme des taches doit étre déterminée, ainsi qu’un facteur d’échelle
qui va donner le volume des téches et donc le nombre de tiches. Le volume d’une tiche va étre calculé en

utilisant I’heuristique suivante:

toutes les données nécessaires & ’exécution d’une tiche se trouvent dans le niveau mémoire le

plus rapide des qu’elles sont utilisées plus d’une fois.

Cette stratégie est facile & implémenter dynamiquement avec un cache. Avec une mémoire locale, gérée
statiquement & la compilation, il faut s’appuyer sur un calcul de dépendance pour I’approximer. Quand la

mémoire globale n’est pas accessible directement par les processeurs, toutes les données sont en mémoire
locale.

-

Une troisieme étape consisterait & optimiser Pordonnancement des taches obtenues. Cette étape
n’est pas efffectuée car le graphe d’ordonnancement des tiches est suffisamment simple et régulier pour
qu’on puisse choisir a priori un ordonnancement raisonnablement efficace pour n'importe quel corps de

boucle.

Il n’y a pas & affecter statiquement les taches aux processeurs, puisque nous avons éliminé les archi-
tectures sur lesquelles cette affectation permettrait des gains significatifs, et que nous laissons de coté le
probleme de I'héritage des données utilisées ou produites par un processus par celui qui suit sur le méme
processeur. Rappelons que nous avons choisi une allocation dynamique des tiches aux processeurs et

qu’une tache s’exécute i la méme vitesse sur n’importe quel processeur.
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1.4. Notations et définitions

Il n’est pas possible ici de réintroduire en détail, avec des exemples, les bases de la parallélisation et
de la vectorisation automatique (et manuelle) des programmes procéduraux. Les bases sont connues depuis
longtemps10® et les travaux de recherche menés dans les années 70 ont conduit & des cours et i des
réalisations commerciales dans les années 1980, au moins pour la vectorisation des programmes Fortran.
En cas de besoin, les cours de A. Lichnewsky?® et de P. Feautrier!® contiennent les explications
nécessaires en francais. En anglais, Kuck# 46 ot Kennedy® ont aussi écrit des textes introductifs au
domaine. Néanmoins, le vocabulaire et les définitions ne sont pas encore normalisés et il est utile de

préciser dans quels sens ils seront utilisés dans ce travail.

1.4.1. Instruction et exécution d’une instruction - Noeud et supernoeud

La notion d’instruction est familiere & tous les programmeurs qui utilisent des langages
procéduraux. Vu les restrictions que nous faisons, les instructions d’entrée-sortie, de test ou d’appel de

sous-programme ne sont pas utilisées et seules les affectations seront prises en compte.

Nous ne considérerons pas les instructions individuellement car seuls les corps de boucle, séquences

d’affectations, nous intéressent.

Les instructions ou les blocs d’instructions sont des objets statiques alors que nous allons nous
intéresser au probleme de ’exécution dynamique de ces objets. Une instruction située dans une boucle est
exécutée plusieurs fois et c’est chaque occurrence de linstruction qui doit étre considérée pour le parti-
tionnement. Dans la suite, une exécution d’une instruction ou d’un bloc d’instructions est appelé un
noeud. Les noeuds sont représentés par les symboles: n, 7y, Ny ... L'utilisation des occurrences
d’instructions et non des instructions est inhabituel dans le domaine de la parallélisation automatique,

mais courant dans le domaine des algorithmes et architectures systoliques.

Un ensemble de noeuds est appelé supernoeud et noté s, s 1; 82, ... Ces deux termes sont traduits de
la terminologie utilisée au CSRD pour les problemes de partitionnement. Ils remplacent avantageusement
ezecution d'une instruction ou d’une stquence d'instructions et ensemble d’exécutions d'une.... Le super-

noeud constitue donc ce que nous avons appelé tache jusqu’ici.

1.4.2. Vecteur d'itération, espace d’itération, domaine d’itération

Chaque noeud généré par un ensemble de boucles parfaitement imbriquées peut étre repéré par les
valeurs des indices de boucle. Autrement dit, un noeud peut étre mis en correspondance avec un élément
de I’espace vectoriel RY | ot N est le nombre de boucles englobantes. Seuls les points de coordonnées
entiéres peuvent étre mis en correspondance avec un noeud. L’élément de RM relatif & un noeud est

appelé son vecteur d’iteration®’%8 | Les vecteurs d’itération sont notés 7, 7;, - - -. RY est appelé
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espace d’itération. Cet espace est totalement ordonné par P'ordre lexicographique qui traduit ’exécution
séquentielle des boucles DO du programme initial. Ces boucles sont notées DOSEQ. L’introduction de
boucles DO paralltles, appelées DOALL, va réduire I’ordre total 3 un ordre partiel en interdisant la prise

en compte des coordonnées correspondantes lors des comparaisons.

Les bornes inférieures et supérieures des boucles définissent le domaine d'itération (Index Set). Cest
un polytdre convexe car nous avons fait I’hypothese que ces bornes étaient des expressions affines des
indices englobants. On parlera de ses sommets, de ses arétes et de ses faces. Il est représenté par un
systeme d’inégalités triangulaire[47] . Ce type de systtme ne donne pas des polyedres dont la forme
serait triangulaire mais les inégalités peuvent étre mises sous la forme de deux matrices de contraintes,
respectivement & coefficients positifs et & coeflicients né gatifs sur la diagonale, qui sont triangulaires. Les

coefficients diagonaux peuvent étre ramenés & 1 et & -1.

Dans le cas des boucles DO, la triangularité est due & I’hypothese sur les expressions des bornes.
Réciproquement, il sera facile de générer du code pour parcourir un polyédre si on peut le mettre sous

une forme triangulaire.

Par exemple, les deux boucles DO suivantes:

DOI=1, 100
DO J = I-1, 2*I-5

ont un espace d’itération de dimension 2 et un domaine d’itération défini par les inégalités:

1< <100
I-1<J <245

En regroupant les variables du méme c6té du signe d’inégalité et en n’utilisant que des inégalités du type

inférieur ou égal, les inégalités peuvent étre mises sous une forme matricielle:

)< T30
2 1) == 1 ) =1
Dans la suite, nous appelerons A la matrice des coefficients et @ le vecteur des constantes. Dans le cas que

nous venons de voir, A serait de dimension 4X 2 et @ aurait quatre composantes.

La forme géométrique du polyedre correspondant & un systéme triangulaire n’a pas de relation
directe avec les triangles. Ces systemes définissent des segments en dimension 1 et des trapézes en dimen-
sion 2. Pour passer de la dimension N & la dimension N +1, il faut construire un cylindre dont la base est

définie en dimension N et le tronquer par deux hyperplans quelconques.

On parlera aussi de systémes pseudo-triangulaires quand les deux matrices de contraintes ne sont
plus triangulaires mais que les variables et les contraintes peuvent étre totalement ordonnées de telle

sorte que:
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® une contrainte est plus grande qu’une autre si elle contient toutes les variables de ’autre (une con-
trainte contient une variable si le coefficient de la variable est non nul); cet ordre total sur les con-

traintes induit un ordre total sur les variables;

e pour toute variable, il existe au moins une contrainte dont elle est la plus grande variable et ol elle est
affectée d’un coefficient positif, et une autre contrainte ou elle est affectée d’un coefficient négatif;

chaque variable est donc bornée inférieurement et supérieurement en fonction des variables plus

grandes.

I est aussi possible de générer du code a partir d’un systéme pseudo-triangulaire en utilisant les

opérateurs min et max.

Par exemple, le systeme:

-1 0
1 0 . . i, |
A [e] < 100] 1 -1 [z] <1
-2 1j{j) = L-b < 7 3
peut étre parcouru par les deux boucles:

DO I =1, 100
DO J = MAX(I-1,2*1-3), 2*1-5

tandis que le systeme

Eo<en [ 3o

2

n’est pas pseudo triangulaire et ne permet pas de générer directement du code de controle.

Les faces du domaine d’itération sont aussi appelées ses frontitres. Ce terme ne sera utilisé que

pour la génération de code, en dimension 2.

Les vecteurs d’itération seront ordonnés par un vecteur de direction d’itération, forme linéaire
appartenant au dual de RY . Le vecteur de direction d’itération est généralement noté A, comme toutes
les formes linéaires que nous utiliserons. La valeur prise par la forme linéaire induit un préordre total sur
les noeuds. Deux noeuds qui prennent la méme valeur peuvent &tre exécutés simultanément. L’ordre lexi-
cographique ne peut pas étre représenté par une forme linéaire sur ’ensemble de 1’espace d’itération
mais il peut 1’étre sur le domaine d’itération de la méme maniére qu’un tableau multidimensionnel peut
étre linéarisé. La famille des ordonnancements définis par un vecteur de direction d’itération ne contient
pas tous les ordonnancements générés par des imbrications de boucles DOALL et DOSEQ, mais seule-

ment ceux pour lesquels les DOALL sont imbriqués dans les DOSEQ.

La séquence DOALL i / DOSEQ j génere I'ordre défini par un prédicat moins fort:
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by <ty <==> j<jeb =i
que la séquence DOSEQ j / DOALL i:
t,-'j < ! P J. < J"

Le deuxiéme ordre est plus fort que le premier, comme on le voit aussi figure 1.4.2 ot les graphes des deux
relations d’ordre sont partiellement développés. La restriction aux ordonnancements de type DOSEQ /
DOALL entre supernoeuds est expliquée dans le paragraphe 3.1. Cette méme restriction est justifi¢e entre
noeuds, & P'intérieur d’un supernoeud, parce que le seul type de parallélisme que nous prenons en compte

dans un processeur élémentaire est le vectoriel. Le parallélisme supplémentaire exhibé par la séquence
DOALL / DOSEQ ne pourrait pas étre utilisé.

Les ordonnancements DOSEQ/DOALL et DOALL/DOSEQ
- Figure 1.4.2 -

Les indices de boucle successifs sont conventionnellement notés I, J, I, etc... en partant de la boucle
externe pour aller vers la boucle la plus interne. La base initiale de 'espace d’itération (de dimension N)
est la base B =(¢,€5,¢,...€y ), ol le vecteur €, corfespond a l'indice I, €, 3 Pindice J, ete...

Le produit scalaire est noté simplement &, 7 s'il n’y a pas d’ambiguité et < €+ .7 > dansle

cas contraire.
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1.4.3. Dépendances

Le calcul des dépendances existant entre deux instructions est basé sur I’ensemble des cellules
mémoires qu’elles lisent ou écrivent!® . Ces cellules mémoires sont définies par les réeférences mémoires

qui apparaissent dans les instructions. L’affectation:
A(LJ) = A(LJ) + B(LK)*C(K,J)

contient quatre références mémoires, deux relatives au tableau A, une au tableau B et une au tableau C.
La premitre est une référence de définition, les trois autres des références d’utilisation. Les
différentes expressions d’indice sont par hypothese (§ 1.2.1) des expressions affines des indices des boucles

englobantes, basées sur des formes linéaires de ’espace d’itération notées @1,d, ... Laréférence:
A(T+2*J K+1)
sera souvent étudiée par le biais de ses deux formes linéaires:

a,=(1,20) @=(0,0,1)

Les dépendances entre deux instructions S1 et S2 sont provoquées par deux références, I'une dans
S1 et lautre dans S2, qui adressent la méme case mémoire. En I’absence de pointeurs, d’instructions
EQUIVALENCE, et d’appels de procédures créant un aliasing entre deux symboles, deux références ne

peuvent induire une dépendance que si elles portent sur le méme tableau.

On distingue différents types de dépendance suivant le type des références. Si la référence R1 dans
S1 est une référence de définition et la référence R2 dans S2, une référence d’utilisation, il existe une
datadépendance entre S1 et S2 si SI vient avant S2, et une antidépendance si S2 précede S1. Si les deux
références sont des définitions, elles créent une outputdépendance. La situation est plus compliquée

quand les deux instructions S1 et S2 se trouvent dans un corps de boucle.

Dans la suite, nous ne nous intéresserons pas & ces dépendances entre instructions. Comme nous
sommes passé des instructions aux noeuds, nous allons passer des dépendances classiques 1 des

dépendances entre noeuds.

Pour étudier la réutilisation des données présentes dans le niveau mémoire le plus rapide, nous
avons besoin d’une nouvelle sorte de dépendance que nous avons appelée autodépendance. Une
autodépendance est créée par une référence unique qui va étre utilisée plusieurs fois parce que
instruction qui la contient se trouve dans une boucle. Par exemple, le produit de matrices présente des

autodépendances sur les tableaux A, B et C:



DO I=1,N
DO J=1N
A(L,J)==0.
DO K=1,N
A(LY)=A(LJ)+B(LK)*C(K,J)

Ces autodépendances peuvent étre matérialisées en transformant le programme initial qui devient:

DO I=1,N
DO J=1,N
A(LJ,0)=0.
DO K=1,N
A(LIK)=A(LJ K-1)+B(LK,J)*C(K,J,])
B(LK,J)=B(LK,J-1)
O(K,J,))=C(K,J I-1)

Les autodépendances sont matérialisées par des dépendances portant sur des affectations identités.
Toutes les instantiations de valeurs sont nommées, comme dans un algorithme systolique ol il faut

prévoir le passage des valeurs d’un processeur & ses voisins®% 51

Les autodépendances vont nous permettre de nous rendre compte que, si la boucle interne est la

boucle J, B(LK) peut étre stocké en registre, ou bien que, si I est la boucle externe, il suffit de garder une

ligne de B en cache.

Les autodépendances sont un sous-ensemble des Input Dependence de Kuck4® qui sont définies par
ce dernier comme un conflit entre deux références contenues dans la partie droite d’une assignation.
Quand il y a uniquement inputdépendance, les données peuvent n’étre réutilisées que deux ou trois fois.
Avec une autodépendance, le nombre de réutilisation est nécessairement donné par les bornes d’une bou-

cle et est donc potentiellement intéressant.

Enfin, les controldépendances sont tout simplement ignorées car nous allons dans un premier temps
supposer que les corps de boucle ne contiennent pas de tests. De toute facon, Allen et al. ont montré dans

[4] que les dépendances de ce type pouvaient étre transformées en dépendances sur les données.

1.4.4. Vecteurs, graphe et céne de dépendance

Un vecteur de dépendance d est défini a partir des deux vecteurs d’itération 7, et j; des noeuds
n, et ng qui sont en dépendance. Le vecteur j, (u comme utilisation) est associé & une référence
d’utilisation, et j; (d comme définition) & une référence de définition. Un vecteur de datadépendance est

défini par:



et un vecteur d’antid épendance I’est par:

-+

e
Jd — Ju

d

I

La nature de la dépendance est fixée par la condition ”d lexico-positif” & cause de la sémantique des
boucles DO. En général les vecteurs d’outputdépendance sont sans intérét car Iinformation qu’ils appor-

tent peut étre déduite d’une combinaison de datadépendance et d’antidépendance quand les valeurs pro-

duites sont bien utilisées et non seulement écrasées.

A chaque noeud est associé un ensemble de vecteurs de dépendance, ensemble fini quand on ne
s'intéresse pas aux dépendances composites, formées d’une combinaison de dépendances plus
élémentaires. Dans certains cas, cet ensemble est constant sur I'espace d’itération et ne dépend donc pas
du noeud considéré. Il s’agit alors de récurrences uniformest3 dont I’intérét est connu depuis longtemps
pour la méthode des vagues et pour les algorithmes systoliques. Les vecteurs de dépendance, qui sont
appelés vecteurs de distance dans la littérature classique sur la parallélisation, sont notés d, d,, dy ... et

I’ensemble de ces vecteurs D . D est vu comme une matrice quand cela simplifie les notations.

Quand D’ensemble des vecteurs de dépendance n’est pas constant, on peut ’approximer par un
polytdre qui est I’enveloppe convexe des vecteurs de dépendance généreés en chaque point du domaine
d’itération. Le test de dépendance proposé dans%® permet de la calculer automatiquement, moyennant
introduction de variables supplésmentaires. L’ordre induit entre les noeuds par les dépendances peut
alors étre approximé par la fermeture transitive des dépendances, ce qui transforme le polyedre des
dépendances en un céne dont les rayons sont les rayons et sommets du polyedre précédent et dont le
sommet est & l'origine. On peut calculer rayons et sommets en réécrivant les équations et inéquations
qui définissent ’ensemble des dépendances sous forme d’un systéme générateur. Plusieurs algorithmes
sont décrits dans la thése de 3eme cycle d’Halbwachs®® . Un céne de dépendance sera noté R ol R est
ensemble des rayons. Le sommet du céne, toujours & l’origine, n’est pas rappelé. Quand cela simplifie les
notations, R sera vu comme une matrice formée par les coordonnées des rayons dans la base courante

(usuellement B).

Ceci permet, par exemple, de remplacer I’ensemble infini D par 1’ensemble fini R :

p={ Q- ) r={)

et I'ensemble doublement infini D' , que ’on trouve dans ’algorithme de programmation dynamique28 |

par R' :

r{BOOO-0- ) -{H0)
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Cette notion de cone de dépendance est une notion nouvelle qui permet de ne pas imposer la con-
trainte de récurrence uniforme. Ce résultat est obtenu au prix d’un renforcement des dépendances, di 2
leur approximation par des rayons d’un polytdre dont la norme est choisie aussi petite que possible, sous

la condition que les coordonnées soient entitres. Prenons le cas artificiel suivant:

DOI=1,N
DOJ=1,M
A(LY) = A(LT) + A(1/2,3/2)

Récurrence non uniforme

Les vecteurs de dépendance prennent ’'une des formes suivantes:

i
E‘Fl +1

TS

+1

Mih_wlﬁ.
0|, 19 =,

J J
< Ly
2 ot

Comme ¢ et j sont positifs, ces vecteurs sont toujours des combinaisons linéaires positives des deux vec-

teurs de base. Autrement dit, ils se trouvent tous dans le céne que constitue le premier quadrant de B et

D peut étre réduit 4 R :

n={().0}=o )

L’influence de cette réduction sur le graphe de dépendance et sur Pordre partiel des noeuds est montrée

figure 1.4.4.

.

Ceci permet, entre autres, d’appliquer la méthode hyperplane & cet exemple, mais, en prenant en

compte le sommet du polyedre des dépendances, qui est ici (1,1), on peut aussi montrer que la boucle sur

I ou la boucle sur J peut étre exécutée en parallelet0 .

Dans le cas ol D existe, les algorithmes de passage au systéme générateur permettent aussi
d’éliminer les vecteurs de dépendance redondants. Par exemple, I’ensemble de vecteurs de dépendance D

est réduit & D' :

{00 »-{Eo)
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VY IV

Ordre induit par les dépendances et son approximation par le céne

- Figure 1.4.4 -

Dans la suite, il n’y aura pas de raisons' de distinguer rayons et vecteurs de dépendance car ils ne
servent tous les deux qu’a définir un ordre partiel sur les noeuds du domaine d’itération et par extension
sur tout ’espace d’itération (P’ordre induit par le céne de dépendance contient l'ordre induit par les
dépendances dont on a calculé le céne). C’est aussi la raison pour laquelle nous ne faisons pas de distine-
tion entre les différents types de dépendances. Toutes traduisent une contrainte d’ordonnancement et ce

n’est que si nous voulions éliminer des dépendances que leur nature pourrait importer.
q q po

Les vecteurs de dépendance définissent aussi un graphe de dépendance sur l’espace et le domaine
d’itération, vus comme des ensembles discrets, qui est donc différent du graphe de dépendance usuel qui
est construit, lui, sur ensemble des instructions. Notre graphe est acyclique car il existe au moins une
exécution possible, celle qui est définie par le programme Fortran dont nous voulons optimiser
Pexécution. C’est une différence majeure par rapport aux méthodes qui s’appuient directement sur des

équations récurrentes uniformes®® 52

TSauf dans le paragraphe 2.2.3 sur la connexité du graphe de dépendance.
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1.4.5. Rappel sur les calculs en nombres entiers

La division entitre et le modulo sont bien définis sur les entiers positifs. Malheureusement, les
définitions se multiplient quand il faut étendre ces deux opérateurs aux entiers relatifs. Comme nous
allons utiliser la division et le modulo pour partitionner l’espace d’itération, il faut commencer par
préciser le comportement que nous souhaitons au voisinage de zéro. Soit K le facteur de partitionnement,

qui est heureusement toujours positif:
Définition: 7 et j appartiennent & la méme classe si i /K = j /K.

Il faut donc que -1/K = -1 et que mod (-1,K ) = K -1. Ce ne sont pas apparemment les conven-

tions usuelles, mais c’est nécessaire pour que la classe O ne soit pas plus grande que les autres.

Il nous faudra aussi manipuler des inégalités en nombres entiers et réduire des coefficients & 1 pour

faire la génération de code. Quatre cas sont possibles (o est un entier positif non nul et £ une expression

quelconque):
¥l €E = [z
o
w0l <E — 12_E+a_1
«
11
— <E - I <aF +a-1
a
I
-—<E - I >2-aF
o

Ces régles de calculs inhabituelles doivent étre appliquées dans tous les algorithmes sur les polytdres
convexes (projection, élimination de redondance, inclusion, faisabilité, enveloppe convexe) que nous util-
iserons. Le lecteur qui souhaite vérifier la validité des calculs des chapitres 3 et 7, consacrés a la

génération de code et 3 un exemple, devra s’en souvenir.



S0 =

1.5. Conclusion

Ce chapitre initial nous a d’abord permis de faire assez longuement le tour des solutions architec-
turales qui sont actuellement proposées pour résoudre le défi permanent du caleul scientifique et de ses
masses toujours croissantes de calculs et de données. Une modélisation sommaire de ces architectures,
prenant en compte l'organisation de la hiérarchie mémoire et les différents niveaux de parallélisme offerts
par le processeur, permet d’estimer P'influence qu’auront l'ordonnancement des caleuls et la localité des

références aux données.

Nous avons ensuite montré sur un exemple comment on pouvait passer d’un programme Fortran

séquentiel & un programme & la fois doublement paralléle et susceptible d’utiliser correctement une

hiérarchie mémoire.

Il n’était pas possible de fournir une solution valable pour n’importe quel programme et n’importe
quelle machine, susceptible d’étre automatisée et, qui plus est, optimale. Nous avons donc di
simultané ment restreindre les portions de code considérées aux boucles DO parfaitement imbriquées, ne
prendre en compte que deux niveaux de parallélisme et deux niveaux de la hiérarchie mémoire des
machines cibles, envisager une application semi-automatique, ou méme manuelle, de notre méthode de
partitionnement et enfin découper le probleme d’optimisation globale én étapes successives optimisées

indépendamment.

Une fois notre objectif fixé, nous avons explicité les notations utilisées dans les chapitres suivants et
donné des définitions précises aux termes propres au domaine de la parallélisation de programmes car la

relative jeunesse de ce dernier n’a pas encore permis de définir un vocabulaire standard.

Nous disposons donc maintenant des éléments nécessaires pour passer a I’étape suivante, I’étude

des partitionnements.
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2. PARTITIONNEMENT

Il faut tout d’abord définir la notion de tiche (i.e. de supernoeuds) en fonctions des objectifs que
nous voulons atteindre. Premitrement, nous souhaitons sé parer les synchronisations des calculs pour res-
ter dans le cadre usuel de la recherche opérationnelle ou de la modélisation par réseau de Petri. Nos
taches élémentaires ne contiennent donc pas d’ordres de synchronisation et toute tiche préte peut
s’exécuter sans interruption jusqu’h sa terminaison. Cette approche ne limite pas la généralité du
schéma de synchronisation et si nos supernoeuds s’avéraient trop petits pour constituer des tiches au sens
du systeme d’exploitation de la machine cible, leur agglomération avec quelques primitives de synchroni-

sation releverait de la génération de code.

Le deuxieme objectif est d’assurer a terme une génération de code automatique. Cela a été, et
reste pour beaucoup, un des points faibles de la méthode: la génération est trop compliquée et elle
nécessite plus d’information que n’en fournissent les graphes de dépendance usuels. Nous avons done
cherché a la simplifier au maximum en n’ayant qu’un seul type de supernoeud, éventuellement intersecté

par une frontiére du domaine d’itération.

Enfin, la troisitme contrainte est celle de partitionnement exact. Bien que cela ait été souvent
proposé sur les machines oli les communications sont cofiteuses, nous n’envisagerons pas de recalculer des
valeurs plutdt que des les transférer. Cela revient & demander que les supernoeuds constituent un pavage

du domaine, ou tout au moins de P’espace, d’itération.

Partant de ces conditions, nous avons tout d’abord essayé de définir I’ensemble des partitionne-
ments valides sur un graphe d’exécution quelconque. Mais aucune condition satisfaisante n’a pu étre
trouvée pour garantir I'absence d’étreinte fatale (connexité, plus grand et plus petit élément). De plus

les pavages des espaces de dimension supérieure & 2 sont raresS .

Aprés avoir développé ces trois contraintes et en avoir étudié les conséquences, nous présenterons
quelques propriétés comme la connexité du graphe ou la non-dégénerescence du céne de dépendance qu’il
faut vérifier avant d’appliquer notre méthode, et des moyens de les garantir quand elles ne sont pas

vérifiées naturellement.

Ensuite nous étudierons le partitionnement par hyperplans qui est au coeur de notre travail, ses con-
ditions de validité et ses inconvénients. Il faudra en particulier définir 'ensemble des hyperplans pouvant

servir & partitionner, et caractériser ’ensemble des partitionnements valides.

Historiquement, le découpage par hyperplan s’est imposé comme la forme duale d*un partitionne-
ment par agglomération consistant & considérer que tous les noeuds appartenant 3 une maille de base
sont membres du méme supernoeud. On utilise alors une base de partitionnement qui permet d’effectuer

une génération de code assez simple alors que I’approche hyperplane est plus pratique pour Poptimisation.
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2.1. Contraintes de partitionnement.

Le choix d’une technique de partitionnement a &été guidé par trois contraintes: synchronisation

externe, unicité de forme et partitionnement exact.

2.1.1. Synchronisation externe

La premiére contrainte, et la plus importante, est ’absence de synchronisation entre supernoeuds
pendant ’exécution d’un supernoeud. Les supernoeuds se comportent comme des taches ininterruptibles,
avec un début D et une fin F, et leur graphe de synchronisation est un simple PERT. Les synchronisations

internes d’un supernocud sont totalement encapsulées (cf. figure 2.1.1).

Encapsulation des synchronisations internes

- Figure 2.1.1 -

Toutes les valeurs nécessaires & I’exécution complete doivent étre déja disponibles au démarrage et
avoir été produites par des supernoeuds terminés. Les valeurs produites par un supernoeud ne sont mises

2 la disposition des autres supernoeuds qu’une fois son exécution terminée.
Ce choix fondamental découle de plusieurs observations:

- en dernitre analyse, on trouve toujours des séquences d’instructions avec un seul point d’entrée et un

seul point de sortie; aucune généralité n’est perdue au niveau du modele;
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- le calcul du temps d’exécution d’un supernoeud est indépendant, moyennant des hypotheses sur la
structure de la machine, de I’activité environnante; 'instant terminal est égal a I'instant initial plus le

temps d’exécution;

- lalocalité de la séquence des acces effectués par les processeurs n’est pas détruite par les synchronisa-

tions comme dans 'exemple donné en 1.2.5.

- enfin, rien n’empéche de regrouper & la génération de code un ensemble de supernoeuds en une tiche
unique avec synchronisation si les overheads de lancement ne permettent pas de faire correspondre les

notions de tiche et de supernoeud.

En conséquence les supernoeuds ne peuvent pas étre constitués de n’importe quels ensembles de noeuds
car des étreintes fatales se produiraient nécessairement. Dans Pexemple 1.2.5 les deux supernoeuds dev-

ralent attendre leur terminaison réciproque avant de démarrer.

L’absence de possiblité d’étreinte fatale est garantie s’il existe un ordre partiel sur les supernoeuds
respectant I'ordre partiel sur les noeuds qu’induisent les dépendances. Plus précisément ’ordre partiel
induit sur les noeuds par I’ordre partiel sur les supernoeuds doit étre compatible avec 1’ordre partiel induit

par les dépendances.
Le probléme peut étre vu en partant des noeuds et d’une relation d’équivalence @ caractérisant les

supernoeuds:

D(n,ne) = n, et n, appartiennent au meme supernoeud
127 2 1 2

Il faut alors que @ induise un ordre partiel sur les classes d’équivalence.

D’un point de vue pratique, la condition précédente s’énonce de la manidre suivante:
Vn,n! €s; Vg ny €5, (1)
ny<ng => ny <nd oun/ <>n,

Définition: Tout partitionnement vérifiant cette condition est appelé partitionnement valide.

Dans la suite, les mémes symboles < et > seront utilisés pour les deux ordres partiels. Le groupe-

ment <> signifie que les deux arguments ne sont pas comparables.

2.1.2. Unicité de forme.

La deuxitme contrainte que nous nous sommes imposée est 1'unicité de la forme des supernoeuds:
deux supernoeuds peuvent étre mis en correspondance totale par translation. Ce sont surtout des raisons

pratiques qui ont guidé ce choix:
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- il n’y a qu’un seul temps de calcul de supernoeud 3 estimer;

- les supernoeuds ont des temps d’exécution égaux, moyennant les hypothéses faites sur le contenu du
corps de boucle; le calcul du temps d’exécution séquentielle de plusieurs supernoeuds se fait par simple
multiplication;

- la génération automatique de code est déjh assez délicate.

Il est facile de montrer que cette contrainte élimine de meilleurs partitionnements. Deux exemples seront
donnés ultérieurement: un pour l'unicité de type (partitionnement tridimensionnel de § 2.3.1), Pautre

pour l'unicité de taille (cf. § 2.3.3), puisque la contrainte choisie peut se décomposer en deux sous-

contraintes.

Cette contrainte d’unicité de forme ne peut généralement pas étre imposée sur ’ensemble du

domaine d’itération. En effet, les supernoeuds du bord sont souvent tronqués par les frontieres.

2.1.3. Partitionnement exact.

Enfin la troisitme contrainte dérive aussi d’un désir de limiter I’ampleur des problemes A résoudre.
Le partitionnement doit étre un partitionnement au sens mathé matique. Chaque noeud appartient & un et
un seul supernoeud. L’histoire des valeurs calculées n’est pas modifiée, seul I'ordonnancement des calculs

Pest. Ceci élimine I’étude de la duplication des calculs pour des machines dont les temps d’échanges de

données sont trés importants par rapport aux temps de calculs élémentaires.

Ce n’est pas un probléme puisque nous ne considérons ni les machines réparties sur un réseau ni les

micropartitionnements au niveau de l'instruction machine. Le recalcul ne doit Jamals étre intéressant.

2.1.4. Conclusion

Les deuxieéme et troisieme contraintes impliquent la recherche de pavages d’espaces de dimension N
avec un motif unique. L’hyperrhombo&dre, qui comprend toutes les déformations longitudinales et angu-
laires de I'hypercube, est le candidat n°l. En dimension 2, I’hexagone s’ajoute a priori au

parallélogramme mais le triangle est déja éliminé par la condition d’identité par translation.
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2.2. Graphe et cone de dépendance.

Ces deux notions ont déja été introduites dans la section 1.4.4, mais la méthode de partitionnement

que nous proposons suppose un graphe de dépendance connexe et un c¢éne de dimension N .

2.2.1. Connexité du graphe de dépendance et dimension du céne

Si la dimension du céne de dépendance est inférieure & N, alors le graphe de dépendance n’est pas
connexe. Il suffit de considérer deux noeuds séparés par un vecteur orthogonal a I’espace engendré par les
rayons du céne. Un tel vecteur i coefficients entiers existe toujours car les rayons du c¢bne ont des

coefficients rationnels.

Cette situation se produit toutes les fois quil y a du parallélisme de type DO ALL parmi les boucles

imbriquées. Le produit matriciel en est un exemple.

2.2.2. Saturation des cénes de dimension inférieure & N .

Le cas de la multiplication de matrices est & lui seul trop important pour que cette situation soit

rédhibitoire pour notre méthode.

Les raisons pour lesquelles nous avons choisi de saturer le céne de dépendance plutdt que d’essayer

de traiter des supernoeuds cylindriques sont les suivantes:

- le temps d’exécution d’un supernoeud aurait alors dépendu du domaine d’itération et de la position
du supernoeud; il fallait donc développer une nouvelle technique d’optimisation avec des hypotheses

différentes;

- le partitionnement n’aurait plus produit & coup sir des supernoeuds suffisamment petits pour pouvoir
étre exécutés sur un processeur élémentaire; cet argument n’est valable que pour les architectures 3

cache ou & mémoire locale;

- l'augmentation de la localité par réutilisation des données présentes que permet 'utilisation des vec-

teurs d’autodépendance n’aurait pas été recherchée.
p

Il faut donc ajouter des vecteurs supplémentaires 3 l’ensemble des rayons du cone. Ces vecteurs
vont étre des pseudo-dépendances trongonnant les supernoeuds cylindriques. Deux solutions nous semblent

possibles: prendre des vecteurs de la base initiale B ou prendre des vecteurs d’autodépendance.

Les vecteurs de la base initiale B, €}, €,... sont des candidats possibles. On se limite bien stir aux
vecteurs libres par rapport au rayons du céne de dépendance et on les marque pour qu'ils ne soient pas
pris en compte lors du choix de la direction d’itération puisqu’ils n’introduisent aucune contrainte

d’ordonnancement.

Une autre possibilité est fournie par les vecteurs d’autodépendance. Ils ont I’avantage de conduire 2

une réutilisation des données mais on ne peut pas étre sir ni qu’ils permettront de générer un céne de
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dimension suffisante ni qu’ils ne seront pas trop nombreux et qu’un probleme de choix ne se posera pas.

Une étude expérimentale s’avere nécessaire pour définir la bonne solution. Nous n’avons abordé ce
probleme que pour la multiplication de matrices qui a l'avantage de présenter deux vecteurs de base

orthogonaux au céne de dépendance (réduit 3 une demi-droite) comme vecteurs d’autodépendance...

Pour avancer davantage dans ce domaine, il faudrait étudier manuellement plusieurs cas pratiques

ne présentant pas une situation aussi favorable (mais naturelle) que la multiplication de matrices.

Montrons sur un exemple trées simple que la prise en compte des autodépendances permet

d’optimiser 'ordonnancement des calculs, y compris sur une machine usuelle:

DO I=1,N
DO J=1M
A(L3)=B(J)

La recherche d’une direction d’itération aussi normale que possible 2 I’autodépendance! pour maximiser la
réutilisation de B(J) conduit & échanger les deux boucles sur I et J. Cela permet de garder B(J) dans un
registre. Accessoirement, ’échange des deux boucles améliore aussi les acces 2 A si une machine &
mémoire virtuelle est utilisée, mais il y aurait pu y avoir conflit entre les acceés b A et les accbs & B...

Pour finir de compléter le céne de dépendance, qui était initialement de dimension 0 sur cet exem-

ple, il ne reste plus qu’'a ajouter un vecteur de base, €5 en 'occurrence.

2.2.3. Cone de dimension N et graphe non connexe.

Comme D’espace d’itération est un espace discret, un céne de dépendance de dimension N

n’implique pas la connexité du graphe de dépendance.

Deux ou plusieurs composantes connexes sont alors entremélées. Un exemple de dimension 3 est

donné dans [7) avec 3 vecteurs de dépendance constants (donc @ = 0 et D = R) et libres:

ol ) 2ol

Au total 32 composantes connexes peuvent étre calculées indépendamment. Si une telle situation n’était
pas rarissime, il serait intéressant de considérer une transformation englobant les 3 boucles imbriquées

par une nouvelle boucle paralltle sur les composantest.

T Le critere est différent pour une dépendance usuelle: on cherche & itérer dans son sens, et non normalement,
pour avoir du parallélisme. Voir 8.2 pour une discussion du probléme.

1 les vecteurs d’offset, utilisés au chapitre 3 pour la génération de code, donnent une premiere idée de ce qu'il
faudrait faire.
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Mais de tels cas sont tres rares bien qu’on en trouve un exemple artificiel dans [2] pour introduire les
DOACROSS & délai fractionnaire. Les méthodes colorées comme le black-and-red SOR3 qui sont utilisées

en analyse numérique en sont un exemple.

Voici un exemple simple mais non trivial, dont le graphe de dépendance est donné figure 2.2.3:

DO 100 I=1,N
DO 100 J=1,M

T(LI)=(T(I-1,J-1)+T(I-1,3+1)) /2.
100 CONTINUE

Graphe de dépendance non connexe

- Figure 2.2.3 -

Minoration du nombre de composantes de connexes

Le nombre de composantes connexes est minoré par le plus grand déterminant des bases dans
lesquelles les vecteurs de dépendance ont des coordonnées entieres. Dans ce cas, il ne peut y avoir de
dépendance ni entre I'origine et les points se trouvant dans la cellule de base, ni entre ces points eux-

mémes, ni entre ’origine et des points se trouvant 3 'intérieur strict d’une cellule de base:
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- le vecteur joignant deux points en dépendance est une combinaison linéaire entiere de vecteurs de

dépendance entiers;

- ce vecteur est donc entier alors que les points situés dans la cellule de base ont des coordonnées frac-

tionnaires.

Le nombre de ces points, y compris I'origine, est donné par le volume de la cellule de base, c’est-a-dire la
valeur absolue du déterminant de la base. J.-K. Peir propose dans son PhD® une transformation de pro-

gramme pour utiliser ce parallélisme.

Dans ’exemple précédent, D forme une base dont le déterminant est égal a deux, qui est juste-

ment le nombre de composantes connexes comme on peut le voir sur la figure 2.2.3.:

11
D=[_1 1] det(D) =2

Mais si on remplace le corps de boucle par:
T(LJ)=(T(I-1,J-1)+T(I-1,7)+ T(I-1,J+1))/3.

le nouveau vecteur de dépendance rend le graphe connexe, mais n’a pas des coordonnées entitres dans la

base D . Il faut donc passer & une nouvelle base B! dont le déterminant ne vaut plus que un demi:

e
B o= | wme=1 =) 7-(3) n=()
2 3

En fait on sait que la base initiale B vérifie la condition que les coordonnées des vecteurs de dépendance

sont entiéres. Le minorant ne peut donc étre inférieur & un.

Majoration du nombre de composantes connexes

On peut aussi majorer le nombre de composantes connexes en considérant tous les ensembles de N
vecteurs de dépendance libres et en cherchant le minimum des déterminants des bases ainsi formées,
puisque cela revient a supprimer certains des arcs du graphe de dépendance. Si ce minimum est égal au
minorant calculé précédemment, il est aussi égal au nombre de composantes connexes. Dans le cas ol il

vaut 1, minorant fourni par la base initiale B, il n’y a qu’une composante connexe.

En particulier, quand D forme une base, le déterminant de D est & la fois minorant, car les vec-
teurs de dépendance ont des coordonnées entitres dans D, et majorant. Il est égal au nombre de compo-

santes connexes.

Pour pouvoir appliquer les méthodes de génération de code décrites au chapitre 3, il faut trouver

une base dans laquelle tous les noeuds d’une composante connexe ont des coordonnées entitres et dans
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laquelle tous les points de coordonnées entieres sont des noeuds. Quand D est une base, il peut étre

utilisé moyennant une transformation de programme réexprimant les boucles DO dans la base D .

L’autre solution, que nous retenons, consiste & ne pas profiter de Iexistence des composantes
}

connexes.
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2.3. Partitionnement par hyperplans

2.3.1. Définitions

Soit un hyperplan défini par un vecteur normal % et une constante K . Cet hyperplan découpe

I'espace d'itération en deux partitions vérifiant les inégalités linéaires:
E7 <K e Kj>K

Comme ’espace d’itération est discret, les deux inégalités pourraient étre strictes pourvu que la constante
K soit bien choisie. Cela permettrait de tracer des frontitres sur lesquelles n’apparaissent aucun noeud,
mais ne faciliterait pas les raisonnements. Par exemple, avec I'orientation choisie pour les vecteurs &y, k. 3
et k3 en figure 2.3.1.a, les noeuds qui appartiennent & un hyperplan appartiennent au supernoeud se

—+ - i 2 o
trouvant au dessus. On remarque donc que h; et —h ; ne définissent pas les mémes sous-espaces.

En ne considérant plus une constante K, mais une famille de constantes entibres K;, on peut

découper I’espace d’itération en tranches. Pour obtenir des tranches régulitres, il suffit d’avoir:
K, =K xi

Pour simplifier les calculs, on peut reporter la constante K dans le vecteur & en le multipliant par K ! et

définir I’appartenance & une tranche par la fonction partie entigre, E:
j € tranche i = E(FJ E)=/q

On peut donc définir un partitionnement par un vecteur A . Sa norme donne ’inverse de la vitesse &
laquelle on progresse dans la direction k. La distance en terme de tranches séparant deux points 7, et 7

est:
<3’2"?1 « B

Apres avoir découpé I’espace d’itération en une premitre série de tranches selon un vecteur By, il
est possible de le découper une deuxizme fois par un vecteur ko, puis une troisizme fois et ainsi de suite.
Apres N découpages (N est la dimension de P’espace d’itération) avec des vecteurs f:: libres entre eux,
on obtient des partitions égales & une translation pres. Chaque partition est repérable par un N-uplet sur

N et I’appartenance d’un élément ; & une partition se détermine en calculant:

(E(R17)E(Ro7), - E(hy 7))
La mise en correspondance de la partition (k kg, - - - ky) et de la partition (k,' ko , - - - ky' ) se

fait par une translation ¢ telle que:

—

Vi €L.N] Th =k'-k
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Partitionnements par hyperplans

- Figure 2.3.1.a -

Cette condition définit parfaitement { quand les k;’s forment une base. Quand ils ne sont pas
générateurs, n’importe quelle translation vérifiant cette condition est valide. Mais quand les k;’s sont

liés, ’existence d’une telle translation n’est plus garantie car elle est surcontrainte.

Ceci nous conduit & ignorer les partitionnements par un ensemble de h; ’s non libres afin de respecter

le choix fait en 2.1.4 pour simplifier la génération de code. Pour obtenir des partitions de volume fini,

nous utilisons N vecteurs &;’s. Le volume d’une partition est égal 4 I'inverse du déterminant de la base

o
2 I 3,
H formée par les vecteurs h;’s.

La figure 2.3.1.a montre trois exemples de partitionnements par 1, 2 et 3 familles d’hyperplans en
dimension 2. En imposant une contrainte sur les distances séparant les hyperplans de la troisieme famille,

on obtient un découpage plausible, qui permettrait de refabriquer des hexagones en associant plusieurs
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triangles, mais qui ne respecte pas la contrainte d’identité par translation.

La figure 2.3.1.b est un exemple de partitionnement en dimension 3 avec 4 plans. Comme avec le
partitionnement par trois droites en dimension 2, les itérations successives ne se déduisent plus par trans-
lation et aux doubles pyramides & base carrée succedent des pyramides a base triangulaire. La suppres-
sion d'une des familles de plans de partitionnement regroupe les volumes élé mentaires pour obtenir des
rhombotdres comme le montre la figure 2.3.1.c. La surface d’une itération devient réguliere et le dessin

de la figure 2.3.1.b est remplacé par celui de la figure 2.3.1.d.

Ces dessins permettent de bien comprendre la simplification qu’apporte la limitation du partitionne-
ment & N hyperplans dans un espace de dimension N . Mais cette limitation sera payée par la perte d’un
sous-ensemble des directions d’itération: le partitionnement 3 quatre hyperplans montré en figure 2.3.1.b
permet d’itérer verticalement, tandis que celui de la figure 2.3.1.d est nécessairement oblique (la direction
d’itération représentée est (1,1,1)). Pour progresser verticalement, il faut commencer par progresser hor-

izontalement et construire une espece d’escalier.

Enfin, le dessin intermédiaire de la figure 2.3.1.a montre que l’existence d’une translation dans un
espace Téél n’est pas une condition suffisante pour montrer I’existence d’une translation dans l’espace
discret: deux supernoeuds tangents ne contiennent pas le méme motif de noeuds. Une condition

supplémentaire sur les partitionnements sera introduite en 2.4.1.

2.3.2. Partitionnement valide

Comme nous P’avons vu en 2.1.1, nous voulons avoir des synchronisations externes aux supernoeuds

et donc respecter la condition (1) de ce méme paragraphe.

Théoréme: Un partitionnement de 1’espace d’itération par une base H est un partitionnement valide si

et seulement si pour tout vecteur F; de H et pour tout rayon 7. de R h; 7; est positif.

Vh €H VW% €R h 7 >0

Preuve:

On remplace les noeuds par les vecteurs d’itération correspondants dans la condition (1) et on fait la

démonstration par ’absurde en supposant cette condition fausse:
- - = - =+
J 707 €51 3 7577 E€s, 1< igoetyd <jy
En remplagant le symbole d’inégalité par sa définition, on obtient:

3’225)14#2 M@y M\ >0
%

= =

=7 Smd >0
k
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Comme les }_z: E; sont positifs et que ?1 et fl' appartiennent au méme supernoeud s,:
(E(FJ}),E(E’JQ), e E[EN ?2)) > (E (Fl?ﬂ»E(FJl)» Y E(FN ?1))
(EET)E R, - E(y 7)) = (BE(F:F LEEF ), -~ E(i 71 )
(E(EI?II );E{"Tz}?lf ), - 'E(FN ?1’ )) = (E{El}? ):E(ﬁzyz' Jywn E(FN ?2’ ))

= - . ~ a - ta oz
Comme j, et j,' appartiennent au méme supernoeud 82, les deux termes extrémes de l'inégalité

précédente sont égaux et les deux noeuds sont confondus.

Fin de la preuve

Dans la suite, nous utiliserons aussi I’expression hyperplan valide pour tout hyperplan & vérifiant:

—

Vi €ER K7 >0

Un partitionnement valide est donc obtenu avec N hyperplans valides et libres.

Notons que Pensemble des hyperplans valides est lui aussi un céne et que le systeme d’inégalités
précédent peut étre remplacé par une description équivalente avec un sommet, qui est toujours le vecteur
nul, et des rayons. Cette deuxitme caractérisation a I'avantage de permettre une génération facile de cet

ensemble des hyperplans valides.

2.3.3. Inconvénient du partitionnement par hyperplans

Pour simplifier la génération de code, le partitionnement par hyperplans ignore compliétement la
forme du domaine d’itération et génere toujours des supernoeuds identiques. Par exemple, dans le cas de
domaines triangulaires, au sens géométrique, le degré de parallélisme! peut varier suivant le point du
domaine d’itération considéré. Au voisinage du sommet du domaine triangulaire représenté figure 2.3.3.a,

un seul processeur pourra étre utilisé.

Pour éviter ce probleme, on pourrait envisager de partitionner angulairement le domaine d’itération
mais les supernoeuds ne vérifieraient pas toujours la condition (1) comme le montrent les noeuds sy et s,
de la figure 2.3.3.b. La génération de code serait aussi assez délicate. On peut aussi envisager d’adapter
la taille des supernoeuds au degré de parallélisme disponible comme cela est montré figure 2.3.3.c. Un tel
partitionnement pourrait étre obtenu en découpant le domaine d’itération en plusieurs zones suivant leur
degré de parallélisme et en appliquant indépendamment notre technique de partitionnement % chaque

zone.

TLe degré de parallélisme est une notion intuitive mal définie, relative 3 un point de l'espace d'itération. Clest
le nombre de processeurs pouvant travailler en paralltle quand un processeur exécute un noeud. Ce nombre
n'est pas unique... Il ne s’agit pas du nombre de noeuds pouvant étre exécutés en parallele avec le noeud
considéré. Karp et Miller parlent du parallélisme d’un ordonnancement et prennent le max sur ’ensemble des
ordonnancements. Pour optimiser l'exécution, on cherchera dans le chapitre 6 un hyperplan & degré de
parall élisme constant sur le domaine d'itération.
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Partitionnement tridimensionnel par 4 hyperplans. Allure des fronts

- Figure 2.3.1.b -




30 =

Composition des supernoeuds réduisant le nombre d’hyperplans & trois

- Figure 2.3.1.c -
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M. Cosnard & al.l proposent une technique adaptative de ce genre pour effectuer 1’élimination de
Gauss-Seidel sur un multiprocesseur. Le domaine d’itération est tridimensionnel pyramidal. A chaque
étape, le plan de calcul diminue et la taille des supernoeuds est dynamiquement adaptée en fonction du
nombre de processeurs et du nombre de calculs & effectuer. L’équivalent des supernoeuds est un ensemble
bi-dimensionnel. Le caractere dynamique et quasi-continu de P’adaptation ne pourrait pas étre obtenu
avec la technique décrite au paragraphe précédent. De plus, nos supernoeuds seraient de dimension 3. Il
semble impossible de prévoir quelle technique donnera les meilleurs résultats sans faire des

expérimentations.

Ce probleme va étre négligé par la suite. Dans la mesure ol le domaine d’itération sera tres grand
par rapport au nombre de processeurs, le gain qu’on pourrait obtenir en optimisant les calculs au voisinage
des pointes sera négligeable. Si le domaine est tel que le temps de calcul des pointes, effecbué de manitre
non optimale, est égal & 1% du temps d’exécution total, la meilleure optimisation n’apportera pas

d’amélioration supérieure i ce 1 %.

Le partitionnement par hyperplans ne permet pas non plus d’obtenir des supernoeuds hexagonaux,
qui dans certains cas, peuvent étre optimaux grace i leur rapport périmetre / surface. Cependant, ce rap-
port n’est pas meilleur que pour un carré équivalent sur un espace discret 4 moins que le programmeur
n’utilise une maille de discrétisation hexagonale, car on doit utiliser une distance de "Manhattan” qui
n’avantage pas les diagonales. De toute fagon ce partitionnement ne se généralise pas aux dimensions

supérieures & 2 et ne constitue qu'un cas particulier par rapport aux rhombo&dres que nous allons étudier.

2.3.4. Hyperplans critiques

Pour optimiser le partitionnement, il est important de disposer de la définition constructive de
I’ensemble des partitionnements valides. Nous allons montrer que ces partitionnements peuvent étre
définis & partir d’un demi-céne positif. Les normales i ces hyperplans critiques, qui peuvent étre vues

comme des directions' d’itération limites, sont les rayons de ce céne.

2.3.4.1. Définition

Un hyperplan valide & est dit critique s’il est un des rayons du cone des hyperplans valides. Il con-

tient alors N -1 rayons indépendants du céne de dépendance.

Ces hyperplans critiques sont donc définis par les normales intérieures aux faces du céne de
dépendance. Chaque face est un hyperplan défini par N -1 vecteurs de dépendance et la condition de
validité peut étre vérifiée parce que le cone de dépendance ne remplit pas tout I’espace. Il est en effet

limité au plus & un demi-espace par l'ordre lexicographique. Toute dépendance d doit en effet vérifier

T Le terme de vecteur critique est utilisé ultérieurement pour définir les chemins critiques de 'ordonnancement.
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Allure des fronts du partitionnement & trois hyperplans

- Figure 2.3.1.d -
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Partitionnement d'un domaine triangulaire

- Figure 2.3.3.a -

dz >0

Comme ce cone est de dimension N, il a au moins N faces et donc N hyperplans critiques au
moins sont définis. En dimension 2, il n’existe jamais plus de 2 hyperplans critiques, qui sont d’ailleurs
réduits 2 des droites. Pour les dimensions égales ou supérieures a 3, le nombre d’hyperplans critiques est

quelconque. Par exemple, K vecteurs de dépendance du type:
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S 1

N\

Partitionnement angulaire

- Figure 2.3.3.b -

& = (LE KD k€ 0.K-1]

définissent un céne & K faces et donc I{ hyperplans critiques.



-96 -

N\

Partitionnement & densité variable

- Figure 2.3.3.c -

2.3.4.2. Calcul de I’ensemble des hyperplans critiques

L’algorithme général qui permet de passer de la représentation d’un polyédre par un systéme
d’inégalités & un représentation par sommets, droites et rayons* peut étre utilisé en dernier ressort. Mais
les cones que nous avons sont des polyedres bien particuliers et il est possible de trouver des algorithmes

plus simples et peut-étre plus rapides.
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Soit H I’ensemble des hyperplans critiques. La procédure suivante permet de calculer H, méme si

'ensemble des vecteurs de dépendance n’a pas été réduit aux rayons du céne de dépendance:

H:=0
Pour chaque combinaison de N -1 vecteurs indépendants de D :
prendre un vecteur orthogonal unitaire b
sik'D > 0alors H :=H | {k}
sinonsi A D < 0 alors H := H | J {-F}

, ¢ .
sinon h° ne convient pas

L’ordre utilisé ici est 'ordre partiel terme @ terme et non ’ordre lexicographique.

Cette procédure semble peu utilisable 3 premiere vue, puisqu’elle implique une énumération com-
binatoire de combinaisons et une inversion de matrice & chaque étape pour trouver le vecteur orthogonal.
Nous avons essayé de développer des procédures plus eflicaces guidées par une sélection progressive des

vecteurs de dépendances de maniére & pouvoir couper au plus vite les branches inutiles, mais sans succés.

Dans les cas usuels, la dimension ne devrait pas dépasser 4 et le nombre de vecteurs de dépendance

est limité. Une énumération exhaustive est donc sans doute acceptable.

2.3.4.3. Recherche d’hyperplans critiques en dimension 2

Le cas de la dimension 2 est spécial car les faces et les arétes sont confondues. Il Y a toujours exacte-
ment 2 hyperplans critiques et leur calcul s’effectue trivialement en sélectionnant les vecteurs de
dépendance d’angle extréme, puis en prenant les vecteurs orthogonaux de bon signe. Par exemple, dans le
cas décrit en figure 2.3.4.3, les vecteurs de dépendances extrémes sont 31 et 3'4 et ils définissent deux

hyperplans critiques I?l et }72.

Cette procédure est aussi utilisée dans la méthode hyperplane® 9 sous des formes voisines.

2.3.4.4. Cas des cones a N faces

Si le nombre de rayons du cone de dépendance est égal & N, le nombre de faces est aussi égal & N .

Les matrices R et H sont telles que:
H'R =1 e H!'=R"

Le calcul des hyperplans critiques est équivalent dans ce cas & une inversion de matrice.
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Hyperplans critiques en dimension 2

- Figure 2.3.4.3 -

2.3.4.5. Constructions de partitionnements complets

Nous ne cherchons pas un seul hyperplan valide mais N hyperplans dont les normales forment une
base H. Le théortme suivant permet de résoudre le probltme pour les dimensions inférieures & 4, sans

garantie d’optimalité (cf. § 6.2.5.):

Théoreme: Quand N est strictement inférieur i 4, tout ensemble de N hyperplans critiques forme une

base.

Preuve:

- évidente en dimension 1;

- deux rayons sont directement calculés en dimension 2 (cf. 2.3.4.3);

- en dimension 3, il faut utiliser le fait que les rayons sont lexico-positifs;

- en dimension 4, on peut construire un contre-exemple avec les vecteurs d; donnés en § 2.3.4.1 en leur

ajoutant une quatriéme coordonnée nulle et en leur adjoignant le vecteur (0,0,0,1)°.

Fin de la preuve
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2.3.6. Vecteur de direction d’itération

L’ordre des noeuds est fixé du fait de la sémantique des boucles DO comme un ordre lexicogra-
phique. Une famille d’ordres plus riche est la famille dérivée des formes linéaires de P’espace d’itération.

Ce sont, dans le vocabulaire systolique, les fonctions temporelles liné aires.

Etant donné une forme linéaire &, le noeud 7 doit &tre exécuté avant le noeud 7' siet seulement

sih 7 <E73'.Sik 7 =UFk 7', les deux noeuds peuvent étre exécutés en paralltle.

Pour qu’aucune dépendance ne soit violée, il suffit que:
Vd.eD kKd >0 (3)

Il faut noter que contrairement & la condition (2) de validité des hyperplans, I'inégalité est stricte.
Montrons que cette condition (3) est suffisante. Si 7/ doit étre exécuté apres J, on a:

]

7' =7+ M4 YEXN>0e Tk A >0
k
E7'" =FE7+ Y MEdG VEMN>O0e Jk A\ >0

E3" -F7>0

Un tel vecteur & est appelé vecteur de direction d’itération.

L’ordre lexicographique peut étre simulé avec un vecteur de direction d’itération dbs que le domaine

d’itération est borné, de la méme manitre qu’on linéarise les tableaux multidimensionnels en mémoire.

Caractérisation de I’ensemble des directions d’itération

T . - . r - . - - r - - .
Théoréme: Tout A, vecteur de direction d’itération, est une combinaison linéaire strictement positive

d’hyperplans critiques. Et réciproquement.
Preuve:

- la réciproque est évidente puisque le cone des directions d’itération est inclus dans le céne des parti-

tionnements valides;

- dans 'autre sens, il suffit de remarquer que la différence entre les deux cénes se réduit 3 la surface du

premier: il suffit que tous les coefficients soient strictement positifs.
Fin de la preuve

Ce théoreme nous permet de caractériser 'ensemble des directions d’itération pour trouver une valeur

optimale.
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Recherche d’un partitionnement respectant un vecteur de direction d’itération

La direction d’itération résultant d’un partitionnement H est donnée par le vecteur 1y, somme de
- i g : . . o 4 i " i .
tous les h;. En optimisation, nous aurons besoin de faire I'opération inverse et de déterminer le parti-

tionnement A partir de la direction d’itération.

Conjecture: Pour tout &, vecteur de direction d’itération, il existe N hyperplans critiques tels que K

soit une combinaison linéaire positive (non strictement) de ces N hyperplans critiques.
Justification:

- d’abord un lemme pour montrer qu’on peut décomposer un céne en cénes élémentaires disjoints qui
ont chacun exactement N rayons; intuitivement, en dimension 3, il faut prendre trois rayons voisins,
ajouter une nouvelle face, éliminer du céne initial le rayon qui n’appartient pas & la nouvelle face et

recommencer,

- étudier I'union de ces sous-cénes et se rendre compte qu’on perd les faces ajoutées pour effectuer la
décomposition, car la combinaison n’est pas strictement, positive sur ces faces.

Fin de la justification

La combinaison n’est pas strictement positive. On perd un certain sous-espace de directions d’itération

éventuellement intéressantes comme on 1’a vu en 2.3.1. avec le partitionnement tridimensionnel.

Dans la suite, nous allons nous restreindre & la dimension 2 et la proposition plus forte suivante y
T+ . - - - . - . - - - -
est vraie: Tout A, vecteur de direction d’itération, est une combinaison linéaire strictement positive des

deux hyperplans critiques.

Exemple

Trois ordonnancements valides, correspondant & trois A différents, sont dessinés en figure 2.3.5. Les
noeuds appartenant 3 la méme droite peuvent étre exécutés en paralléle, par définition des vecteurs de

direction d’itération.
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Trois directions d'itération possibles

- Figure 2.3.5 -

2.4. Base de partitionnement

2.4.1. Agglomération par une base. Définition et validité
L’idée consiste & fabriquer des supernoeuds en considérant que deux noeuds 7, et 7o appartiennent
au méme supernoeud si les parties entiéres de leurs coordonnées dans cette base P sont égales.
ny el ny appartiennent au meme supernoend = |7,7]=[7s"]
(la notation synthétique | ...] représente un n-uplet & base de fonctions E du genre de ceux qu’on wuv i
en 2.3.2)

La cellule unité de la base P constitue le modele de supernoeud.
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Théoréme: Le partitionnement est valide si tous les vecteurs de dépendances ont des coordonnées posi-

tives dans cette base P .
P'D >0

La preuve est donnée dans le paragraphe suivant.

Il suffit que tous les rayons du céne de dépendance vérifient cette propriété, puisque tous les vec-

teurs de dépendances sont des combinaisons linéaires positives des rayons,
Pt >0

Dans le cas ol le céne de dépendance R a N rayons, R est une base de partitionnement valide par
définition, ainsi que toutes les bases obtenues en remplagant un Tk Par \g 7., Ay > 0. Les hyperplans
critiques s’obtiennent en inversant et en transposant R (cf. 2.3.4.4) ou une de ses dérivées. Cette
derniere remarque est donc toujours valide en dimension 2 puisque le cone de dépendance a toujours deux

rayons.

De nombreuses définitions et conventions relatives aux supernoeuds définis par une base P vont

étre utilisées par la suite.

- Dorigine d’un supernoeud est le noeud dont le vecteur d’itération (i-e. les coordonnées) est le plus petit
dans la base P ; les origines de deux supernoeuds sont représentées par des points cerclés sur la figure

2.4.1;

- en dimension 2, les sommets d’un supernoeud en sont les quatre points extrémes; l’origine du super-
noeud est I'un d’eux, le seul qui appartienne au supernoeud, comme on peut le voir sur la figure 2.4.1;

cela est dl au caractere strict de deux des quatre inégalités définissant les supernoeuds;

- Dorigine est le plus petit noeud du supernoeud pour n’importe quelle direction d’itération valide tandis

qu’un des sommets est toujours le plus grand élément;

- la figure 2.4.1 montre l’effet des inégalités strictes et non strictes; seuls les noeuds représentés par des
points noirs font partie des supernoeuds alors que les limites de ces derniers passent par des points qui
ne leur appartiennent pas; dans la plupart des figures, les frontitres des supernoeuds seront ainsi le
tracé de la contrainte de définition; l’utilisation de < et < dans la définition des supernoeuds pose
des problemes pour les algorithmes sur les polyedres convexes en nombres réels; heureusement, nous

travaillerons toujours avec des entiers relatifs;

- notons la différence qui existe entre un partitionnement par (7y, p) et (-7, Ps) en discret (figure
-k

2

2.4.1); elle est duale de la différence existant entre les partitionnements & et
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- enfin, un supernocud limité par le domaine d’itération est appelé supernoeud partiel.

Représentation des supernoeuds

- Figure 2.4.1 -

2.4.2. Relation avec le partitionnement par hyperplans

Le partitionnement par une base P est équivalent & un partitionnement par les hyperplans que
définissent N -1 vecteurs de base. Réciproquement, un partitionnement par N hyperplans libres est
équivalent & un partitionnement par une base dont les vecteurs sont définis par les intersections de

N -1 hyperplans.

Le critere de validité d’un partitionnement par une base P - la positivité des coordonnées des
dépendances dans cette base - permet de trouver des normales K ’s aux faces vérifiant k: d, >0. Le

partitionnement par hyperplans équivalent est donc valide.

Le passage de la base P & la base H se [ait par inversion et transposition:

H.‘. = P—l
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Cela conduit en effet aux relations:

qui traduisent le critere de normalité aux faces.

. i 7 * =F . e iy
D’autres normes auraient pu étre Imposees aux vecteurs h;, mais la condition choisie permet

d’obtenir le résultat suivant, qui sera utilisé en optimisation dans le chapitre 6:

Théoréme: La longueur L, exprimée en supernoeuds, du chemin critique joignant deux supernoeuds

, = -
de coordonnées j; et 7, est:

e 4 —

L 2 — N —
L=IH Jg—lH jl-—-N + 1 1H=E h,'
f=]

ott Ty est le vecteur diagonal principal de H. Cela vient du fait que tous les chemins allant d’un
supernoeud s; & un autre supernoeud s, dans le graphe d’ordonnancement des supernoeuds sont de
longueurs égales (distance de Manhattan). On obtient le résultat précédent en additionnant les
longueurs des arétes dans la base P . Ces longueurs sont les coordonnées de J_r"g—}"l, a une unité pres
pour chaque dimension de D’espace discret. La forme linéaire qui les additionne a toutes ses

coordonnées égales & un dans la base duale de P , qui est justement H .

Deux exemples de partitionnements possibles sont illustrés en figure 2.4.2. Le cone de

dépendance est défini par deux vecteurs d, et do:

h=(1) %=(3)

Ces deux vecteurs ne sont pas représentés pour ne pas encombrer la figure mais d, (resp. 32) est

colinéaire 3 P et F, (resp. 75 et 75 ). En passant de la base P = (7'1,72) 2 la base
P'" = (7, ,p¢ ), la forme des supernoeuds résultants est & peine changée tandis que le vecteur

d’itération _fH est presque complétement retourné. P provoque des itérations selon les I croissants
tandis que P' génére un ordonnancement & I décroissants. Les fronts successifs des deux parti-
tionnements sont représentés par les droites les plus minces sur la figure 2.4.2. Elles permettent de

vérifier que la formule de longueur donnée par le théoréme précédent s’applique bien.

2.4.3. Les différentes bases considérées
A directions fixées, plusieurs bases de partitionnement seront considérées suivant les objectifs:

- P représente une base de volume unité dans les chapitre 4, 5 et 6: det (P )=1; en conséquence
det (H ) est aussi égal & un; ce type de base permet de comparer des partitionnements  volume de
supernoeud fixe; on peut en dériver d’autres bases vérifiant la méme condition en multipliant les

vecteurs de base p; par des coefficients )\; tels que IT \; = 1; dans le chapitre 3, P représente
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Relation entre les deux types de partitionnements
- Figure 2.4.2 -
simplement la base de partitionnement, connue numériquement;
- P, est la base normée: [[p; || = 1; ce type de base permet d’effectuer une étude de I'influence de

I’angle du coéne de partitionnement sur les performances;

- P! = Min P' t.q. P' ait tous ses coeflicients entiers et respecte les directions de P. P!
s’obtient en partant d’une base formée de vecteurs cntiers et en réduisant chacun d’eux par le
PGCD de ces composantes: cette base donne le plus petit partitionnement & supernoeuds iden-
tiques; partant du noeud origine d’un supernoeud, on aboutit toujours 4 un noeud au bout d’une ou

plusieurs arétes, qui est donc noeud origine d'un autre supernoeud, identique i une translation
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pres; tous les partitionnements qui respectent Iidentité par translation des supernoeuds dans

Pespace discret en dérivent.
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2.5. Facteur d’échelle )\

Le facteur d’échelle \ est un facteur d’homothétie qui sera utilisé en optimisation une fois la
forme des supernoeuds fixée par une matrice i coefficients réels de type P . Il restera alors & ajuster la
taille des supernoeuds aux ressources (taille du cache, nombre de processeurs,...), a I’overhead (lance-
ment de tiche, code de contrdle, etc...) et au domaine d’itération, puls & repasser & une matrice &

coefficients entiers, derivée de P’ pour attaquer la génération de code.

Le facteur d’échelle X devrait étre un entier strictement positif, mais il sera fréquemment

considéré comme un réel pour pouvoir appliquer des techniques de dérivation.

2.6. Conclusion

Nous avons montré qu’il était possible de définir des partitionnements non triviaux des espaces
d’itération générés par des boucles parfaitement imbriquées, 2 une profondeur quelconque. Ces parti-
tionnements vérifient les trois conditions de synchronisation externe, d’unicité et de pavage qui sont
nécessaires pour permettre une analyse formelle du temps d’exécution et l’automatisation de la

génération de code.

Les deux approches opposées du partitionnement par découpage au moyen d’hyperplans et par
agglomération se sont révélées duales et complémentaires puisque la premiére va nous servir dans les
chapitres consacrés & l'optimisation tandis que la seconde va étre utilisée immédiatement dans le

chapitre 3, qui traite de la génération de code.

Quoique cet ordre puisse sembler surprenant h premitre vue, il faut commencer par montrer
comment on peut générer le code partitionné avant d’optimiser le partitionnement. En effet, ce n’est
pas a proprement parler le partitionnement qu’il faut optimiser, mais le temps d’exécution du code

qu’on saura produire.
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3. GENERATION DE CODE

Générer automatiquement du code Fortran efficace suivant la technique de partitionnement
présentée dans le chapitre 2 n’est pas chose aisée, surtout quand il faut prévoir l'utilisation d’une unité
vectorielle pour I’exécution d’un supernoeud et quand il faut gérer explicitement les mouvements de
données a travers la machine. Pouvoir le faire est cependant important, quoique le partitionnement puisse
étre effectué 2 la main, pour deux raisons. Tout d’abord cela permettrait de valider (ou d’invalider)
Pintérét du partitionnement sur de nombreux exemples. Ensuite, cela montrerait que la génération

automatique de code est possible méme pour les multiprocesseurs & hiérarchie mémoire compliquée qui

apparaissent de plus en plus nombreux sur le marché.

Pour limiter le nombre de problémes i résoudre et essayer d’obtenir un résultat exploitable, I’étude
de la génération automatique a été limitée 2 la dimension 2. Traiter la dimension 3 n’aurait pas été sim-
ple car géométrie plane et géométrie dans l'espace different souvent. Par exemple, les arétes et les faces

sont confondues en dimension 2. Et la visualisation des figures est aussi plus difficile.

Dans ce chapitre, on suppose qu’un partitionnement particulier a été choisi. Il est défini par une
matrice P qui integre le facteur d’échelle X. Mais les difficultés ou possibilités d’optimisation qui vont
étre rencontrées pendant la génération de code seront exploitées dans les chapitres ultérieurs pour
effectuer le choix d’un partitionnement optimal. L’ordre des chapitres ne correspond donc pas a 'ordre de
leur utilisation dans un outil automatique: le choix d’un partitionnement optimal y précéderait alors la

génération, mais s’effecturait en connaissant les possibilités du générateur de code.

Nous allons d’abord étudier 'ordonnancement des supernoeuds, probléme qui ne mérite pas de
longs développements étant donné la régularité du graphe de synchronisation et que NOUS avons
délibérément laissé en dehors du champ de ce travail. Il faut néanmoins en choisir un ordonnancement

pour donner la structure générale du code que nous allons générer.

Nous pourrons ensuite montrer comment on peut générer les informations nécessaires & un balayage
exact, a la fois exhaustif et strict: aucun supernceud fantéme, dont l’intersection avec le domaine
d’itération serait vide, ne doit apparaitre, mais aucun supernoeud, ne comptant ne serait-ce qu’un seul
noeud du domaine d’itération ne doit étre oublié. Ce balayage doit de plus respecter I'ordonnancement

paralltle choisi dans la section précédente.

Il ne faut pas oublier de tester la nature de chaque supernoeud car les frontitres du domaine
d’itération produisent de nombreuses formes de supernoeuds partiels’. Il faudra donc générer un test

pour chaque forme, y compris celle des supernoeuds complets, apres avoir identifié le nombre de formes

T Rappelons qu'un supernoeud complet est un supernoeud dont tous les noeuds appartiennent au domaine
ditération et qu'un supernoeud partiel est un supernoeud dont certains noeuds appartiennent au domaine
d'itération et d’autres non.
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que produit chacune des quatre frontieres du domaine.

Ceci fait, il nous faut 3 nouveau générer un balayage exact et, si possible, vectoriel de ’ensemble
des noeuds contenus dans un supernoeud complet ou dans n’importe quel type de supernoeud partiel.
Apres avoir présenté plusieurs méthodes utilisées dans le passé pour résoudre des problémes similaires
(Index Set Shifting, décomposition en domaine triangulaire, DOACROSS), nous proposerons un nouvel
algorithme basé sur la théorie des polyedres convexes et une variante permettant d’obtenir des résultats

équivalents & la ériangularisation de Kuhn.

A ce moment, nous disposerons de I’ensemble du code de contrdle et il sera possible, & un change-
ment de base pres, de réintroduire le corps des boucles initiales dans chacune de nos structures de
contréle, ceci dans le cas des machines & cache, & mémoire virtuelle, ou n’ayant qu’un niveau de
mémoire. Pour les autres architectures, nous étudierons et nous présenterons des solutions pour les
problemes qui restent, & savoir: la génération de copies locales, la modification des références contenues

dans le corps de boucle et la génération du code de copie.
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3.1. Choix d’un ordonnancement global: les fronts

3.1.1. Solutions possibles

L’ensemble des solutions possibles est trop grand pour que nous puissions prétendre I'explorer
exhaustivement. Partant des travaux effectués sur les problemes de synchronisation et des synchronisa-

tions disponibles sur les machines vendues & 1’heure actuelle, nous allons présenter quatre solutions possi-
bles:

- la synchronisation par flot de données;
- la synchronisation par héritage, qui est une variante de la précédente;
- la synchronisation par fronts, qui découle directement des synchronisations disponibles sur le matériel;

- et la synchronisation par fronts avec recouvrement, qui présente un peu moins de rigidité que la

précédente tout en restant peu cofiteuse.

La synchronisation par flot de données (data flow ou data driven) est maintenant connue depuis de
nombreuses années: une instruction peut &tre exécutée des que toutes ses données d’entrée sont disponi-
bles. Les réalisations ou projets de réalisations matérielles basées sur cette méthode, dans les
universités® 118 ou les entreprises? , n’ont pas donné les résultats escomptés et ’activité dans le
domaine semble avoir diminué depuis le début des années 80 comme le montre ’ancienneté des
références bibliographiques citées par Srini dans un article récent?” . Ce principe, parfois aussi appelé
assignation unique® | a aussi été appliqué a la définition de nouveaux langages de programmation? 21
comme LAUM 1d3 | SISAL?* ou VALY 23 | L} aussi, les espoirs des années 70 ne se sont pas concrétisés,
partiellement 2 cause de ’absence de machine & cadencement par les données, et I’attention s’est tournée
vers les langages fonctionnels. Cependant, la synchronisation par les données est encore utilisée par les
analystes numériciens pour gérer le parallélisme dans les multiprocesseurs comme le Cray X-MP16: 17 15
lourdeur du mécanisme de synchronisation par les données est en effet acceptable relativement &
Poverhead des systemes de multitasking. Dans le cas des supernoeuds, il faudrait entretenir des listes de
supernoeuds préts' & 1/N, 2/N,..., 1 (un supernoeud "prét & 17 est exécutable), vraisemblablement dans
une section critique, et cela prendrait un temps non négligeable, sans compter 1’espace mémoire

nécessaire & leur stockage.

L’avantage essentiel de la synchronisation par les données est le grand volume de parallélisme
dégagé: un processeur ne peut étre inactif que s’il n’y a réellement rien & faire. Mais le choix aléatoire
des supernoeuds par les processeurs, qui peut conduire par exemple a 1’état de la figure 3.1.1.a, ne permet
pas de réutiliser les données locales, d’exploiter I’héritage. Sur cette figure, comme sur les suivantes, les

supernoeuds hachurés sont des supernoeuds terminés. Les supernoeuds en cours d’exécution ne sont pas

T Le nombre de prédécesseurs d’un supernoeud est égal & la dimension de I'espace.
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distingués. Il pourrait y avoir de un i quatre processeurs actifs.
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Ordonnancement Data Flow

- Figure 3.1.1.a -

La synchronisation par héritage vise 3 corriger ce manque de localité en limitant la liberté de choix
des processeurs. Ils devront essayer d’abord de sélectionner un supernoeud successeur de leur supernoeud
courant s’il en existe un qui soit libre. Si tout va bien, cela conduit au dessin de la figure 3.1.1.b ol trois
processeurs sont actifs. Pour ne pas bloquer inutilement un processeur, il faut lui permettre d’aller
chercher ailleurs du travail s’il ne lui en reste plus, soit qu'il ait atteint une frontitre du domaine
d’itération, soit qu’il ait rattrapé un autre processeur. Par exemple P2 pourrait rattraper P1 et devoir
exécuter I'unique supernoeud exécutable, le triangle vertical situé au coin inférieur gauche. Malgré un
parallélisme potentiel important, cette politique conduit & une séquentialisation des exécutions. Suivant

la gestion des files de supernoeuds, une synchronisation dataflow pourrait avoir le méme effet pervers.

C’est pourquoi nous proposons une solution beaucoup plus simple, qui, si elle est c¢ablée comme dans
PAlliant FX-815 | peut avoir un overhead de synchronisation quasi-nul. Il s'agit des classiques DOALL et
DOSEQ. A chaque pas d’itération séquentiel (DOSEQ), on libere toutes les itérations du DOALL et on
ne passe a l'itération séquentielle suivante que quand toutes les itérations du DOALL sont terminées, Le
mécanisme est similaire au classique fork-join. Cela produit des fronts d’avancée des itérations comme sur

la figure 3.1.1.c et peut provoquer une sous-utilisation des processeurs. Sur cette méme figure, deux
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- Figure 3.3.1.b -

processeurs au plus peuvent étre actils, exécutant les deux supernoeuds les plus & gauche de la quatrizme
itération. Cependant, ceci ne se produit que pour le reste des supernoeuds apreés division par le nombre de
processeurs. L’eflet sera donc d’autant plus faible que le nombre de supernoeuds par front sera grand
devant le nombre de processeurs. C’est un des facteurs qui exerceront une influence sur le choix d’un par-

titionnement au chapitre 6.

Pour pallier cet inconvénient, il faut pouvoir commencer I’itération n +1 avant la fin de 1'itération
n . Ceci est possible si chaque front est parcouru d’une manitre régulitre, de gauche 3 droite par exem-
ple. Les supernoeuds non terminés de I'itération n se trouvent donc sur la droite et n’interdisent pas le
lancement de l’exécution des premiers supernoeuds de litération n +1 qui sont situés sur la gauche
puisque les deux prédecesseurs de ces supernoeuds se trouvant sur la gauche sont terminés depuis
longtemps. Ceci n’est vrai que pour des fronts suflisamment longs. Nous appelons cet ordonnancement, le
quatrieme et dernier envisagé, ordonnancement avec recouvrement de fronts (cf. figure 3.1.1.d). Il
nécessite un peu plus de synchronisations que le précédent mais ressemble fort 3 un DOACROSS!O et

doit donc pouvoir étre implémenté sans overhead grice i des synchronisations matérielles comme celles
de PAlliant FX-8.
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- Figure 3.1.1.c -

Dans le cas ol la dimension N est supérieure & 2, on peut essayer de diminuer le nombre de syn-
chronisations générées par les N -1 boucles DOALL imbriquées ¢n en faisant un gigantesque mais unique
DOALL selon une technique proche de la linéarisation des tableaux. Cette transformation est parfois
appelée loop coalescing. Malheureusement, elle introduit des divisions dans les calculs d’indices. On peut
envisager d’amortir ces calculs compliqués sur ’ensemble des calculs d’un supernoeud en ajoutant des
variables temporaires, ce qui n’est pas rentable dans le cas général de loop coalescing mais vraisemblable-
ment acceptable pour des supernocuds. De toute fagon, nous n’insisterons pas sur ce point car ce chapitre

3 sur la génération de code est restreint au cas de la dimension 2.

Le choix entre ces diverses solutions ne se résume pas 2 un simple compromis entre la bonne charge
des processeurs et le colt de 'ordonnancement. D’une part, la synchronisation dataflow peut avoir des

effets pervers. D’autre part, on souhaite pouvoir calculer analytiquement le temps d’exécution global.
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Ordonnancement avec recouvrement de fronts

- Figure 3.1.1.d -

3.1.2. Choix de la solution *fronts”

Deux raisons militent en faveur de la solution "fronts”, éventuellement relaxée en ”recouvrement de

fronts”:

- les synchronisations nécessaires sont simples et, en conséquence, I'overhead est minime (il suffit de
partager un compteur) et la génération de code est immédiate;

- le caleul du temps d’exécution d’un front est simple et ’intégration, méme sur un domaine triangu-
laire, est possible.

Les inconvénients de cette solution peuvent étre considérés comme négligeables ou correctibles:

- le blocage de processeurs par un front, alors que des supernoeuds de 'itération suivante sont préts,

aura un effet négligeable, comme nous venons de le dire en § 3.1.1, si le nombre de supernoeuds par

front est trés grand devant le nombre de processeurs ou bien si le nombre de supernoeuds par front est

un multiple du nombre de processeurs' ; sur les domaines triangulaires ou plus généralement & degré

YL’ Alliant pouvant fonctionner en mode dégradé avec un nombre quelconque de processeurs entre 1 et 8, il fau-
drait conserver 8 modules exécutables...
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de parallélisme non constant, cette approximation ne sera pas valable sur tout le domaine, mais il

reste encore possible de mettre en oeuvre les recouvrements de fronts;

- les supernoeuds partiels, qui ne sont pas inclus dans le domaine d’itération, n’ont pas un temps
d’exécution égal a celui des supernoeuds complets; bien que le nombre de noeuds & caleuler soit plus
faible, ils peuvent avoir des temps d’exécution supérieurs & cause des tests supplémentaires qu’il faut
y ajouter pour vérifier que chaque noeud appartient bien au domaine d’itération et & cause du mode
de fonctionnement qu’imposent ces tests: le passage d’un mode d’exécution vectoriel pour les super-
noeuds complets 2 un mode d’exécution scalaire pour les supernoeuds partiels peut étre catastro-
phique; il faut donc prévoir une optimisation de leur code et, si elle est réussie, une union de super-

noeuds partiels pour obtenir un temps d’exécution égal & celui des supernoeuds complets;

En conclusion, si, comme nous le pensons, les programmes scientifiques qu’il faudra optimiser ont
toujours de trés larges domaines d’itération, nous estimons que la solution ”fronts” fournira des résultats
quasi-optimaux car le domaine d’itération pourra étre découpé en un nombre de supernoeuds tres

supérieur au nombre de processeurs.

3.1.3. Squelette de code

Le squelette du code que nous allons générer va donc avoir ’allure suivante:

Séquentiellement, pour chaque front faire
En paralltle, pour chaque supernoeud du front faire
Si le supernoeud est complet, code pour les supernoeuds complets
Sinon si le supernoeud a une intersection non vide avec la frontiere 1,
Déterminer le type de forme

Appeler le code correspondant

Si le supernoeud a une intersection non vide avec la frontitre 4,
Déterminer le type de forme
Appeler le code correspondant
Fin
Fin

Nous allons donc déterminer dans un premier temps l’ensemble des fronts relatifs 3 un domaine
d’itération et a un partitionnement ainsi que ’ensemble des supernoeuds de chaque front et calculer les
tests qu’il faut appliquer pour sélectionner le code approprié pour chaque supernoeud. C’est ce que nous

appelons la génération du code de contrdle global.
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3.2. Génération du code de controle global

3.2.1. Base de parcours G

Il nous faut trouver un moyen d’énumérer I’ensemble des supernoeuds appartenant au domaine
d’itération, front par front comme nous venons de le voir. Les boucles DO imbriquées générant des points
qu'on peut considérer comme les points & coordonnées entitres d’un espace vectoriel, il semble
intéressant de voir s'il n’existerait pas une base de génération, que nous appellerons G, qui contienne
parmi ses vecteurs de base un vecteur colinéaire & la direction paralléle des fronts et un vecteur assurant
Pordonnancement de litération sur les fronts. Cette base devrait de plus associer 3 chaque point entier de

Pespace initial un point entier et réciproquement, de manitre que le parcours des supernoeuds soit exact.

Cette base doit étre constituée d’une part d’une direction assurant le respect des dépendances, qui
va permettre de définir la boucle DOSEQ externe et de balayer les fronts successifs mais qui n’est pas
forcément Ty puisqu’il ne s’agit que de numéroter les supernceuds (15 7, > 0), et d’autre part d’une
direction paralléle, qui va correspondre & la boucle DOALL parcourant chaque front (TH 72 =0). 1l faut
donc qu’un des deux vecteurs de base de G soit orthogonal & 1y, la direction d’itération. Soit G la

matrice de passage de la base G & la base de partitionnement P .

Deux problemes supplémentaires se posent, qui vont ajouter de nouvelles contraintes sur G . Le
premier consiste a trouver le polyedre convexe ou I’ensemble de polyedres convexes qui représente le
domaine d’itération dans la base G . En effet, il n’est pas possible de générer directement les expressions
d’indices de boucles DO qui permettent de parcourir n’importe quel polyedre convexe. Il faut a priori se
restreindre aux polyeédres triangulaires (cf. § 1.4.2) et étre prét i découper le domaine d’itération en
plusieurs domaines triangulaires dans la nouvelle base G . Chaque domaine pourra étre parcouru par un
ensemble différent de boucles imbriquées. Une premidre possibilité consisterait & choisir une base G con-
servant la triangularité du domaine d’itération, mais ceci n’est possible que dans des cas particuliers. Une
deuxieme méthode de calcul de la décomposition est donnée dans le PhD de Kuhn2? mais elle est assez
lourde et repose sur la théorie des polyedres convexes. Une troisitme possibilité, celle que nous adop-
terons, serait d’accepter un domaine pseudo-triangulaire, plus facile 3 déterminer que la décomposition en

domaines triangulaires.

On peut estimer que ce premier probléme est un faux probleme et qu’il suffirait d’approximer le
domaine d’itération par un hypercube dans la base G'. La vérification de ’appartenance complite ou
partielle d’un supernceud au domaine d’itération ne devrait représenter qu’un overhead négligeable des
que les supernoeuds comprennent quelques centaines de noeuds comme c’est toujours le cas quand on veut
pouvoir utiliser des instructions vectorielles pour coder un supernoeud. Ce n’est pas notre point de vue
car la détermination d’un domaine pseudo-triangulaire est presque aussi simple que la détermination des
dimensions de I’hypercube englobant et que nous avons appris expérimentalement & nous méfier de toutes

les sources d’overhead déclarées négligeables par un raisonnement fondé sur des O(n).
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Le deuxitme probleme consiste 2 établir une bijection entre les points & coordonnées entiéres
(appelés points entiers par la suite) dans la base de partitionnement P, qui correspondent tous & des ori-
gines de supernoeuds, et les points & coordonnées entitres de la base G . Les points entiers dans P et non
entiers dans G' ne seront pas retrouvés par des boucles DO dans G : le supernoeud correspondant ne sera
pas exécuté. Et les points entiers dans G et non entiers dans P ne correspondront & aucun supernoeud.
La bijection est nécessaire pour ne pas avoir & ajouter un test de filtrage qui apporterait de 1’overhead

supplémentaire. Ceci impose que | det(G )| égale un et que tous les coeflicients de G soient entiers.

Autrement dit, que G soit unimodulaire au sens de la programmation mathé matique?® .

Les considérations précédentes sont valables quelle que soit la dimension N, mais nous allons main-
tenant construire une solution pour la dimension 2. Les deux vecteurs de base de P sont notés 71et P

Montrons que la direction paralltle (celle du DOALL) est colinéaire 2 PP
<Ty . FoP1>=hFa+ Re o= Ky Py1- By By = 0+1-140 = 0

par définition de H relativement & P (cf. 2.4.2).

La base G définie par:

(on pourrait remplacer 7, par 7, et/ou PP par P1—P'5) possede bien la direction paralltle et de plus
assure la bijection entre origines de supernoeuds et points & coordonnées entitres. En effet, G et G771, les
matrices de passage de G & P et de P 4 G, ont tous leurs coefficients entiers et des déterminants égaux

A un:

¥ i . 11
G =101 G=01

La matrice permettant de passer de la base G & la base initiale B est PG . C’est elle qui va permet-
tre de savoir si l'origine (\;, \y) d’un supernoeud appartient au domaine d’itération. Soit X; le numéro de
front, tandis que X, est le numéro du supernoeud dans le front. Ce sont donc nos deux nouveaux indices
de boucle. Nous avons caractérisé le domaine d'itération au chapitre 1 par une matrice A et un vecteur

de constantes @. Le test sur X; et A\, semble donc pouvoir s’écrire:

) o (B

1 ~__ | B

APG x2] za@=|_pp
~BIJ

ou BST et BSJ (resp. BII et BIJ) sont les bornes supérieures (resp. inférieures) des deux boucles ini-

tiales.

Si APG est une matrice triangulaire comme A (A étant triangulaire par définition des boucles
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DO), la base G définit un parcours immédiatement encodable du domaine d’itération. Sinon, nous propo-
sons d’utiliser la méthode de pseudo-triangularisation que nous décrirons en détail dans la section 3.2.4

ou bien une décomposition & la Kuhn, mise en oeuvre avec une méthode moins lourde que celle qu'a

proposée ce dernier.

Apres une normalisation des coefficients diagonaux, le ou les systéemes prennent la forme suivante:

1 BSX,
a 1 A - BS),
-1 0 he| = | -BIy
ﬁ _1 —BI>\2

Les bornes BS Ay, etc... , qui, comme les bornes initiales BSI, etc..., sont des expressions linéaires de vari-

ables scalaires du programme, doivent étre calculées (cf § 3.2.4).

Voyons ce qui se passe avec I’exemple de la figure 3.2.1, ot les vecteurs de dépendance sont:

h=(4) 2=() #-(}

et oll le domaine d’itération est rectangulaire, on a:

10 2 0
0 1 2 2 2 3
A=|40] P=|o1] APG=]|L, o

0 -1 2 -3
Par chance, APG définit un systéme triangulaire qui peut étre traduit en pseudo-Fortran:

DO 2*\; = Bl1, BS1
DO 3*\, = 2*\;+BI2, 2*)\;+BS2

La présence de coefficients en partie gauche refldte le probléme des supernoeuds partiels (leurs origines
sont représentées par des carrés sur la figure 3.2.1.). Le calcul en nombres entiers’ des expressions de
bornes, qui ferait apparaitre (BI1+1)/2, BS1/2, (2*\,+BI2+2)/3 et (2*\;+BI2)/3, ne donnerait que
I’ensemble des supernoeuds dont l’origine est dans le domaine d’itération. Cet ensemble est sans intérét
car P’ensemble des noeuds qu'il contient n’est pas comparable par inclusion avec le domaine d’itération.
Nous reviendrons sur ce point en § 3.2.4, ol nous verrons aussi comment traiter le cas général des

matrices APG non triangulaires.

T Rapellons que DO @) = BI, BS devient DO A = (BI+ « -1)/a, BS/a et que DO o 'A = BI, BS devient
DO A = oBI, aBS+a—1. 1 faut prendre des précautions quand des nombres négatils apparaissent dans les
divisions entitres, car la division entitre, comme le modulo, a plusieurs définitions? . Pour nos exp ériences sur
I’Alliant, nous avons dii réécrire nos propres fonctions mydiv et mymod.
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Recouvrement du domaine d’itération par des supernoeuds

- Figure 3.2.1 -

Notons enfin que lors des essais effectués aux Etats-Unis, décrits rapidement en § 7.10, nous avons
utilisé un parcours & base de vecteurs d’offset. Ce deuxitme type de parcours, peut-étre plus eflicace mais

surtout plus intuitif et plus simple & mettre en oeuvre, sera décrit en 3.3.1.3.

3.2.2. Les différents types de supernceuds partiels

Comme on le verra en essayant de générer le code d’un supernoeud partiel (3.4), la part du temps
d’exécution dévolue aux supernoeuds partiels n’est pas toujours négligeable. L’optimisation de ce code
nécessite la connaissance du domaine d’itération du supernoeud partiel. Un type de supernoeud partiel
correspond & un domaine particulier, triangle ou polygone irrégulier & quatre ou cing edtés. Ces types,

dont le nombre ne dépend heureusement pas de la surface du domaine d’itération, doivent étre identifiés



dans le code de contrdle général pour appeler le bon sous-programime,

Les pentes des frontidres du domaine d’itération sont indépendantes des deux directions de parti-
tionnement 7, et 7', et l'on congoit aisément que le nombre de supernoeuds partiels de types différents

dépende non seulement de P'origine mais aussi de la pente.

Comme tous les coefficients sont rationnels, la périodicité est certaine et la période est trouvée
quand, partant d’une origine de supernoeud sur la frontitre, on retombe sur une origine de supernoeud sur
la méme frontiere. Si f est le vecteur & coefficients entiers minimum donnant la pente de la frontizre, la

condition précédente s’exprime sous la forme:

afy + BFe =f

Pour obtenir la période le long de la frontitre, il faut minimiser, en nombres entiers, o (ou f, car ils sont

liés) et le nombre de supernoeuds partiels NSP & considérer est donné par:
NSP(F)= | ap | + | B |

En effet (cf. figure 3.2.2), le nombre de supernoeuds partiels différents est égal au nombre de bordures de
supernoeuds traversées en une période. Si une origine de supernceud appartient 3 la frontiére, deux bor-

dures sont franchies simultanément par définition de l’origine et on a:
NSP(F)=lap | + | 8 | -1

Dans une période, on ne peut avoir qu'une seule origine de supernoeud. S'il ¥ en avait deux, la période

serait donnée par leur écart.

Comme ay et By ressemblent fort aux coordonnées de f dans la base P & un coefficient pres, la

solution se trouve avec la matrice de changement de base associée en posant:

5 [;,f] = det(P) P~ [;‘H

Les coefficients v et det (P ) nous permettent de garder tous les termes entiers (sauf ~) et il ne reste plus

qu’a réduire ap et By par leur PGCD.

Les deux expressions donnant le nombre de types de supernoeuds partiels sont un peu simplifiées
car, pour tenir compte de la nature discréte des supernoeuds et de la présence d’une inégalité stricte dans
leur définition, il faudrait distinguer les frontiéres appartenant ou non au céne de partitionnement. Le
raisonnement précédent vaut pour les frontitres qui appartiennent (i.e. dont la direction appartient) au
céne de partitionnement, & ceci prés que le caractére discret du supernoeud et sa définition par des
inégalités strictes permettent d’obtenir le cas le plus favorable méme si la frontizre est légerement
décalée. La périodicité des domaines continus ne sera plus respectée, mais celle des domaines discrets le

sera. Pour l'autre type de frontitre, il faut voir si la frontitre est entrante ou sortante vis i vis des



Nombre de types de supernoeuds partiels le long d'une frontitre

- Figure 3.2.2 -

vecteurs de partitionnement et dans le deuxitme cas modifier la constante de la contrainte pour en faire
une contrainte stricte, compatible avec la définition des supernoeuds. En effet, les origines de supernoeud
appartenant a la [rontiere vont correspondre dans le premier cas i des supernceuds complets et dans le
deuxitme a des supernoeuds partiels & un noeud. Pour la nouvelle frontitre stricte, les deux résultats

précédents sont exacts.

Un gain de un peut sembler faible, mais il ne faut pas oublier que « et 8 ont usuellement les valeurs



comme -1, 0 ou 1. Ce gain de un permet alors de diviser le nombre de types de supernoeuds par deux, de
simplifier le contrdle et de diminuer le volume de code 3 générer. Dans les cas les plus favorables (multi-

plication de matrices), il n’y a méme plus de supernoeuds partiels & considérert.

Enfin, il faudrait pouvoir tester la partialité d’un supernoeud en nombres entiers. Le supernoeud
partiel dont I’origine est repérée par un carré sur la figure 3.2.2 est vraisemblablement vide de points
entiers, tandis que celui qui est marqué d’un triangle est sans doute complet. La détection de ces cas par-
ticuliers permettrait de diminuer 'overhead dfi aux noeuds partiels. Nous verrons en §324¢ten§325

qu'il existe des algorithmes pour ce faire.

Dans le cas de la figure 3.2.1, le long de la frontitre verticale, on trouve:

Det(P)P' f = [; _22] [é] - [3]

picari= (3) 2 (3) = ()

donc a=1 et f=2. Le nombre de types de supernoeuds partiels est au moins égal & deux. Il est exacte-

ment égal a deux si la frontitre contient une origine de supernoeud.

Ceci peut conduire & choisir 7'; et 7', de sorte que:
P1+Pe=1f ou Pr=n7f ou Fo=~f

sl aucun critére plus important ne conditionne le choix de 7; et de 7o

3.2.3. Choix de 'origine du partitionnement

Décider de D’existence d’un supernoeud dans une frontitre revient 3 décider de ’existence d’une

solution a I’équation diophantienne suivante:
—+ —t —+ 7 g
0?1+5P2+Po=’7f +fo

ol P, est le vecteur définissant I'origine du partitionnement par rapport & l'origine de la base initiale et
ol ?, est un vecteur désignant un noeud quelconque de la frontitre. Chaque frontitre compte au moins
deux noeuds: les sommets du domaine d’itération qui la définissent. La résolution d’une telle équation

est classique dans les tests de dépendance. Banerjee a étudié et résolu le probleme dans son PhD® .

Mais le probleme qui nous intéresse est le choix de 7, . L’équation précédente se ramene a:

Po =T, +0 P1+ 0 72

T Sauf si les boucles ne sont pas parfaitement imbriquées. Il peut alors y avoir du code & ajouter sur une des
deux frontidres.
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puisqu’on a vu au paragraphe précédent qu’on pouvait exprimer f en fonction de 7, et de Fs. Le choix
le plus évident pour p, est bien sir f,, qui, 'l correspond & un sommet du domaine d’itération, permet

d’obtenir le cas le plus favorable le long de deux frontitres.

Si de plus le domaine est un parallélogramme (dans le cas général, c’est un trapéze) et si le nombre
et la taille des supernoeuds sont bien choisis (comme les calculs s’effectuent en nombres entiers, le bon
choix n’est pas toujours possible), le nombre total de types de supernoeuds partiels peut étre diminué de
deux. Dans le cas de la figure 3.2.1, on profite du parallélisme de la base du domaine d’itération et de
P2—F1, du choix de lorigine du maillage en supernceuds, et aussi de la hauteur du domaine d’itération
pour avoir seulement un type de supernoeuds partiels le long des frontitres horizontales et deux types le
long des frontitres verticales. Avec un vecteur 7', deux fois plus court, le nombre de types de supernoeuds
partiels le long des verticales n’aurait aussi été que de un. Le faible nombre de supernoeuds complets est
dl 3 la limitation de taille qu’impose la feuille de papier. Un domaine d’itération intéressant pour un

superordinateur serait au moins de I’ordre 1024 X 1024.

La question qui vient & I’esprit est: y-a-t-il autant de supernoeuds partiels que cela? Supposons que
les supernoeuds soient des carrés de 64 X 64 pour pouvoir étre calculés efficacement sur un multipro-
cesseur vectoriel. Le nombre de supernoeuds complets est d’environ 256, pour le domaine 1024 X 1024
envisagé. En supposant que nous ayons un ou deux types de supernoeuds partiels pour chacune des quatre
frontitres, nous aurions un total de 32 ou de 64 supernoeuds partiels & calculer. Le gain de un que nous
pouvons espérer fait donc chuter la proportion de un pour quatre & un pour huit. Sachant qu’un codage
simple des supernoeuds partiels leur donnait un temps d’exécution 15 fois supérieur au temps d’exécution

d’un supernoeud complet sur PAlliant FX/818 | on voit Iimportance potentielle du probleme.

Si la rangée inférieure du domaine d’itération était supprimée (ce qui revient a changer 'origine du
partitionnement), le nombre de supernoeuds partiels le long de cette ligne serait doublé et on aurait deux

types différents de supernoeuds partiels: un type & un noeud et un type & cinq noeuds.

Cette minimisation peut étre importante si le code des supernoeuds partiels n’est pas bien optimisé
et si le temps d’exécution d’un supernoeud partiel moyen est trés supérieur au temps d’exécution d’un
supernoeud complet. Il est envisageable de guider les choix de dimensionnement (i.e. de discrétisation) des
usagers. Pour ne pas avoir de probléme avec les bancs mémoires du Cray, ils savent déjh qu’il faut éviter
les puissances de 2. Sur I’Alliant, les performances du produit de matrices dépendent fortement des
dimensions et les utilisateurs savent quelles valeurs éviter (les puissances de 2 & nouveau, et leur
voisinage). Il y a donc des précédents. Si dans le cas général, au sens mathématique du terme, le choix
de V'origine du partitionnement est presque indifférent (figure 3.2.3), ce n’est pas le cas pour la plupart des

programmes réels.

Cette optimisation peut avoir un effet négatif dans le cas ou les boucles ne sont pas parfaitement
imbriquées. Les supernoeuds complets tangents & la frontiere générée par la boucle interne initiale

doivent intégrer le bloc de code se trouvant entre les deux DO. Cela donne 3 types de supernoeuds



Variété des supernoeuds partiels
- Figure 3.2.3 -

complets et ajoute le probltme de la détection des noeuds auxquels se rattache ce bloc de code.
L’existence de supernoeuds complets dont certains noeuds appartiennent 3 une frontitre suppose un test
de détection des supernoeuds complets basé sur un calcul en nombres entiers. Si le test est fait avec des
polyédres continus, un tel noeud sera déclaré partiel. Le choix du test de complétude n’est donc pas

facile.
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3.2.4. Calcul des bornes des boucles

Comme nous avons fait des hypotheses de linéarité sur les expressions de bornes des boucles ini-
tiales (matrice A et vecteur @) et que les supernoeuds sont aussi des polyedes convexes qu’on peut
représenter par un systéme d’inégalités linéaires, nous allons pouvoir construire un systeme caractérisant
'ensemble des origines des supernoeuds dont 'intersection avec le domaine d’itération n’est pas vide, puis

en dériver des systémes équivalents & partir desquels il sera possible de générer du code.

Par définition du partitionnement par une matrice P, un noeud 7 appartient a4 un supernoeud
d’origine 7, s’ils ont tous les deux les mémes coordonnées entieres dans la base P (cf. 2.4.1). Ceci s’écrit

donc:
0<P'(7-7)<1

Pour garder des inégalités & coefficients entiers, on multiplie par det (P ) cette premiere inégalité.

La valeur de j, est définie par les deux indices de boucle \; et Ay qui sont aussi ses coordonnées
dans la base G'. En prenant comme matrice de passage de la base G & la base initiale, le produit de

matrice PG , on obtient:
- A -
JD=PG [)‘2] + P,
ol 7, est lorigine du partitionnement que nous venons de déterminer au paragraphe précédent (cf.

3.2.3).

Il ne reste plus qu’a exprimer le fait que I'intersection du supernoeud et du domaine d’itération n’est

- - . . . . . - s
pas vide, c’est-a-dire qu’il existe un noeud de vecteur d’itération ; vérifiant:

Aj <@
La conjonction de ces trois systtmes linéaires nous donne le systéme caractérisant les valeurs possibles de
A; et de N\ mais ne permet généralement pas de générer directement du code parce qu’il faut d’abord
éliminer les variables auxiliaires }* et 7o en projetant le systeme sur A\, Ao et toutes les autres variables
différentes de J et de ?g, et parce qu’il est peu probable que le systtme résultant ait une forme triangu-

laire.

Voyons ce que nous obtenons dans le cas de la figure 3.2.4.a, oll nous avons choisi:

1 0

g -3 10 0 1 - i;
P=\|s 3 G=1,1 A=1,9 S W

0 -1 2
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En appelant (10,J0) les coordonnées de 7, dans la base initiale et (I,J) celles de 7, les valeurs

précédentes de P, G et A conduisent aux inégalités suivantes:

(0 < 31— 310 + 3] — 3J0 < 18
0 < -3I+ 310 + 37 — 3J0 < 18
10 = 6); - 3\,

J0o =3\,

L2<I< 14

2< J <12

3

La projection de ce systeme sur X\; et \, par D’algorithme de Fourier-Motzkin donne, apres
é¢limination de redondance en nombres entiers par test de faisabilité, les cinq inégalités suivantes, qui
sont représentées sur la figure 3.2.4.b:

r—2)\1 + X <1
N=0

{2x -2 <5
M- <2
-1< M, <4

La matrice du domaine dans G n’est pas triangulaire (il y a au moins une contrainte de trop) et il
n’est donc pas possible de générer du code directement. Nous verrons en § 3.3.1.4, ol un probleme iden-
tique se pose pour la génération du code d’un supernoeud, comment tirer des expressions de bornes de
boucles & partir d’un tel systeme quand un probleme analogue se reposera pour le code de contrdle des

supernoeuds complets. Voici déja le code que nous proposerions:
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Couverture d’un domaine d’itération par des supernoeuds

- Figure 3.2.4.a -
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L1 >= 0

L2 Li:‘-:').i
L:),".'-'.Ap_

2 L1 >= L2

(o] 4 [=] T o o
L2 <= 4o /

I
=

[ ]
L'l

Ll

/' © o L2 »>= -1
o o o o o

[+] [} (o] =] o

2 L1 <=1L2 + 5

< —

Ll <= L2 + 2

Contraintes dans la base G

- Figure 3.2.4.b -

DOSEQ X\, = -1, 4
DOALL X, = MAXO0(0, X5/2), MINO((5+\3)/2,2y+2)

La variable X; est utilisée comme indice interne car la direction paralléle a été prise comme premiére

direction de la base G .

3.2.5. Tests de nature des supernoeuds

Comme nous ’avons vu en § 3.2.2, il va falloir caleuler un test, aussi simple que possible, donnant &
Pexécution le type du supernocud de coordonnées (X}, Xz). Les types potentiellement possibles sont: le
supernoeud vide, le supernoeud complet, le supernoeud frontiere et le supernoeud coin. Les deux derniers

sont deux cas particuliers de supernoeuds partiels.
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Supernoeud vide

Ce supernoeud, dont aucun noeud n’appartient au domaine d’itération, ne devrait jamais apparaftre
si algorithme de projection utilisé en 3.2.4 est correct en nombres entiers. Si des approximations sont
acceptées, comme avec les algorithmes utilisés en vectorisation et en parallélisation, de tels noeuds

risquent d’apparaitre.

Supernoeud complet

Tous les noeuds d’un supernoeud complet appartiennent au domaine d’itération. Cela revient &
demander que les quatre sommets du supernoeud appartiennent au domaine d’itération. Cette condition
fournit un syst®me d’inéquations dont on sait retirer automatiquement les contraintes redondantes et
dont on peut donc tirer un test exact et efficace. La justification de cette construction et ses limites sont

données en § 7.6.4.

Le code de ce type de supernoeud est simple si les boucles sont parfaitement imbriquées. Sinon, le
code ne peut étre gardé simple qu’en imposant que tous ses noeuds appartiennent 3 I'intérieur du
domaine d’itération. Dans tous les cas le test peut n’étre qu’approximatif, car les supernoeuds complets

qui seront ignorés seront traités comme des supernoeuds partiels dont il faut exécuter tous les noeuds;

seules les performances en souffriront.

Supernoeud partiel

Il faut distinguer deux types de supernoeuds partiels: les supernoeuds frontitre et les supernoeuds

coin.

Supernoeud frontiere

Ce type de supernoeud est un supernoeud partiel auquel on associe la frontitre unique qui
intersecte. Le test consiste & faire l'intersection d’un supernoeud et d’un demi-plan, et & dériver des
contraintes sur A; et Ag. Ces contraintes peuvent étre optimisées comme celles du test de supernoeud

complet par élimination des contraintes redondantes.

Py P " P - — —
Le systeme linéaire se contruit en considérant deux noeuds j et j' d’un supernoeud 7o et en

exprimant les conditions suivantes:
- Jet3! appartiennent & Jy;
- ?0 est 'origine d’un supernoeud du partitionnement;

- 7 appartient au domaine d’itération;
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-+ a & . .
- J' viole la contrainte de la frontitre considérée.

Comme une frontitre définit un demi-espace, sa négation est encore un polyedre convexe. La conjone-

tion de toutes ces conditions forme donc un systéme linéaire qu’on peut projeter sur A et Ag les
- = . sl .

coordonnées de 5 dans la base G ou sur I et J ses coordonnées dans la base initiale, moyennant 1’ajout

des deux équations correspondantes.

Supernoeud coin

Ce type de supernceud intersecte au moins deux frontieres; il est inutile d’en optimiser le codage car

il y en a au plus quatre & moins que le domaine d’itération ne soit trés pointu.

Le systeme d’inégalités qui permet de calculer ce test se construit comme le précédent, en ajoutant
un troisieme point qui doit violer une autre frontitre. Quand le systéme résultant est infaisable, c’est

tout simplement que de tels supernoeuds n’existent pas.

Il faut utiliser ces tests en négatif avant d’appeler le code du supernoeud frontitre correspondant.
Mais ils sont alors trés simples puisque le contexte d’exécution (i.e. ensemble des prédicats vrais avant
de lexécuter) contient déja l'information qu’on a affaire 3 un supernoeud frontiere. L’élimination de

redondance devrait donc réduire le systéme au test d’une égalité.

Conclusion

L’optimisation de I’ensemble de ces tests est importante car le temps d’exécution de ce code crée de
Poverhead propre & la méthode de partitionnement proposée. Cet overhead va conduire & augmenter la
taille des supernoeuds et & diminuer le domaine d’application de la méthode. II faut cependant noter que
ces tests seront exécutés en parallele. Seule incrémentation du compteur de la boucle interne doit étre

effectuée en exclusion mutuelle (cf. 3.2.6.).

Les tests peuvent étre obtenus dans la base G et porter sur A\; et A, ou dans la base initiale et

utiliser [ et J.

3.2.6. Squelette de code résultant

Le squelette de code résultant a déjh été presque completement décrit dans les paragraphes
précédents. Pour modifier aussi peu que possible le code du corps de boucle, on repasse aussi vite que pos-
sible dans la base initiale B . Pour limiter ’overhead, on a pratiqué une réduction de force sur ces caleuls
de changement de base au prix de I’ajout de deux variables temporaires supplémentaires, I0 et JO. Pour
alléger les écritures et pour faire la liaison avec nos notations habituelles, nous utilisons un Fortran
étendu. Nous supposons la base G choisie de manitre & avoir \; comme indice de la boucle séquentielle:
G = (P}, Po— 1) . Les contraintes sur Ay, qui sont des expressions linéaires sur X\, sont représentées

par les symboles c;, cg, ... car nous ne connaissons pas de formules les donnant symboliquement et
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explicitement (mais nous disposons d’algorithmes pour les calculer symboliquement). Il y en a 8 au plus,
qui correspondent aux quatre contraintes initiales du domaine d’itération, plus quatre contraintes addi-

tionnelles qui réglent des problemes d’arrondis au voisinage des quatre sommets.

Io=7p, ¢ +BI\ 7, &,
J0=7, €+ B\ 7, @,
DOSEQ X\; = BI),,BS),
DOALL X = MAXO0(c y,¢o,...), MINO(c 4, ...,c3)
[=10 + X< PPy - €1 >
IJ=1J0+ X< PF, . T2 >
CASE type(supernoeud(,J))
complet: CALL SNC(LJ,...)
/* partiel: CALL SNP(L,J,...) si on n’optimise pas */
/* détection des cas particuliers si on optimise: */
frontitre 1: CASE si plus d’un sous-type, sinon CALL SNP1(I
frontidre 2: CASE si plus d’un sous-type, sinon CALL SNP2(I
(I
(I

gdyens

frontitre 3: CASE si plus d’un sous-type, sinon CALL SNP3
frontiere 4: CASE si plus d’un sous-type, sinon CALL SNP4
coin: CALL SNT(LJ,...)
ENDCASE
ENDIF
ENDDOALL
C Passage au front suivant
0D=I0+7, ¢,
JO=J0+7, ¢,
ENDDOSEQ

H

J,...)
3,
3..)
3,

Dans le cas ol on a la chance de conserver un domaine triangulaire, les bornes du DOALL ne font inter-
venir ni MINO ni MAXO.

Quelques remarques:

- la variable \; n’apparait pas dans les calculs d’indices & cause de la réduction de force; la réduction de

force n’est pas appliquée aux calculs de I et de J car ils apparaissent dans une boucle paralltle;

- il est possible d’éliminer les MIN et les MAX en appliquant une méthode de décomposition du

polyedre sur A, et Ay en polyedre triangulaire;
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- il est aussi possible de supprimer les tests sur la nature des supernoeuds en remarquant que les super-
noeuds frontitres restent des supernoeuds frontitre dans toutes les bases et qu’on peut donc, en
séparant le premier et le dernier front des autres fronts et/ou en insérant le code des noeuds frontitres
entre les deux boucles sur A\; et Ay (ce qui en fait des boucles non parfaitement imbriquées), ne laisser

que des supernoeuds complets au coeur des deux boucles;

- la section § 7.6 est consacrée & la génération du code de contrdle global sur un exemple.
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3.3. Code d’un supernoeud complet

La matrice de partitionnement P a été choisie entitre pour définir des supernoeuds identiques 3
une translation prés dans ’espace d’itération discret. Il n’y a donc qu’un type de supernoeud complet 3

coder, paramétré par les coordonnées de son origine.

Nous allons successivement étudier cinq méthodes permettant de parcourir I’ensemble des noeuds
d’un supernoeud puis choisir ’'une d’entre elles dans chacun des cas suivants: direction d’itération libre,

direction d’itération orthogonale & 7, ou 7, et direction d’itération fixée mais quelconque.

Attention! Nous allons utiliser & nouveau une base de génération G =(71, 7'2) et une matrice G .
Elles sont relatives & un seul supernoeud et différentes des base et matrice G du paragraphe précédent.

Les coordonnées dans cette nouvelle base G seront toujours (A, o).

3.3.1. Parcours des noeuds d'un supernoeud

On retrouve le probleme rencontré précédemment en 3.2.1 de 1’établissement d’une bijection entre
les points entiers d’une base, ici B la base initiale, et les points entiers d’une autre base, G, ou d’un autre
repere dans lequel le supernoeud est un domaine triangulaire et peut donc étre parcouru par une série de
boucles DO imbriquées. Mais cette fois, aucun overhead de test n’est admissible car les caleuls
élémentaires correspondent 3 une exécution du corps de boucle et peuvent étre trés courts, et car les
tests empécheraient une utilisation efficace ou méme, sur certaines machines ne permettant pas les tests

vectoriels, toute utilisation de ’unité vectorielle.

L’utilisation du deuxitme niveau de parallélisme, une unité vectorielle par exemple, n’est possible
que si, de plus, le deuxieme vecteur de base de G est orthogonal & une direction d’itération valide,
comme dans le cas des supernoeuds. Cependant cette direction d’itération, utilisée 3 I'intérieur d’un
supernoeud, peut étre différente de la direction d’itération pour les fronts de supernoeuds, vue au § 3.2,

Ces deux directions d'itération doivent seulement respecter le méme céne de dépendance R .

Les différentes solutions sont présentées avec I’exemple de la figure 3.3.1. La deuxizme solution est
celle que Kuhn propose dans son PhD. Les autres ont été développées pour les supernoeuds, mais la
premiére est en fait équivalente & la transformation de programme que Wolfe appelle Indez Set Shifting et
qu’il présente d’'une manitre compliquée alors qu’elle revient i effectuer un changement de base. La
troisieme solution, qui fait appel 2 un repére non vectoriel et que nous avons utilisée initialement, semble
a posteriori d’un intérét limité, mais son principe peut étre aussi utilisé pour résoudre le probleme de
copie des tableaux en mémoire locale (cf. § 3.5). La solution clé, qui va étre utilisée et réutilisée con-
tinuellement, est la quatriteme. Contrairement aux précédentes, elle n’impose aucune condition sur la
forme du polyedre ou sur la base de balayage. La cinquitme en est une version légérement compliquée

qui permet de retrouver I'overhead minimal qui caractérise la solution de K uhn.



- 135 -

A J

el

[+]

Parcours des noeuds d’un supernoeud

- Figure 3.3.1 -

3.3.1.1. Premiere solution: transformation du supernoeud en domaine triangulaire

[N

La premiere solution consiste & chercher une base G dans laquelle le supernoeud soit un domaine
triangulaire (i.e. P'G doit étre triangulaire) et dans laquelle tous les points & coordonnées entitres
soient en bijection avec des points 3 coordonnées entitres de B la base initiale (i.e. det (G )=1et G 2

coeflicients entiers, G unimodulaire).

Géométriquement, cela revient 3 prendre une nouvelle maille paralltle 3 7, ou 7, pour le réseau
des points entiers, maille dont tous les sommets sont des noeuds et qui ne contient aucun noeud 3
Pintérieur. Sur la figure 3.3.1.1.2, les couples de vecteurs (3, Pl ) et (2, 74 ) sont deux solutions mini-

males. Mais (7] , A} +@,) conviendrait aussi.

Analytiquement, le probleme revient & chercher une solution a 1’équation:

% . [a 0]
B 1

si on intégre immédiatement I'interprétation géométrique en remplagant temporairement P! (cf. § 2.4.3)
par P pour alléger les notations. P~'G étant la matrice de passage de la base G & la base P, ces

équations signifient qu’il faut garder un des deux vecteurs de P, d’ou les deux solutions suivant qu’on
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=] o o =] o [+] o
p (=] (=] [+] =] o o [~}
p [+] =] o o o o o

+]

=}

Deux réindexages triangulaires

- Figure 3.3.1.1.a -

o o
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& o —
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° B

prend

On calcule les matrices minimales pour G :

G, = (32117’.%): [

1 2
01

11
] ou bien Gyp= (5'1,1_3’{ )= [_1 _2]

et on en déduit les deux domaines d’itération possibles, dans la base G y:



et dans la base G 5

1/5 0 A
P2_1G2= [3/5 1] PQ_IGQ [)\;] < [g]

Ces systémes correspondent pour G ; aux inégalités:

oM do <0
e TS

v

(o)

Il faut convertir les inégalités strictes qui proviennent de la définition des supernoeuds en inégalités non

strictes et mettre les coefficients sur les indices & un. Tous ces calculs doivent é&tre faits en nombres

entiers. Les deux structures de contrdle possibles sont, avec G :

DOA1=0,9

DO )\g =—3*>\1/5, —3*X1f5+2

et, avec G o

DO A1=0, 14

DO )\2 = —2‘*)\1f5, —2*)1/54'1

En choisissant la premiere et en détaillant les calculs de changement de base pour les indices:



- 138 -

10=7,¢,

J0=7,2,

DO X\;=0,9
I=1I0
J=1Jo

DO )&2 — —3*>\1x5, —3*hh”5+2

corps de boucle

I=I+79s%,
J=J+?’2?g
ENDDO X,

IO = IO + _ﬂ-.l E.l
.IO = JO + Fl ?2
ENDDO ),

Deux exemples de tels changements de base sont donnés en figure 3.3.1.1.b.

: o § e /

Une autre représentation des réindexages triangulaires de la figure 3.3.1.1.a

- Figure 3.3.1.1.b -
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Cette solution est équivalente a I'Indez Set Shifting de Wolfe3® | bien que développée pour un

objectif différent et avec un formalisme plus mathématique.

3.3.1.2. Deuxieme solution: décomposition en domaines triangulaires

Cette méthode n’impose pas une base particulitre, ce qui est utile quand il faut avoir un vecteur
orthogonal & Ty dans la base de parcours pour générer une boucle DOALL vectorielle. C’est ce pourquoi
Kuhn?? P’a développée. Mais elle est aussi utile pour rendre triangulaire dans la base B un supernoeud
car, contrairement a la précédente, elle accepte en entrée n’importe quel polyedre convexe, a condition
que tous ses sommets solent connus numériquement. Cela veut dire que les bornes des boucles DO du code

initial doivent étre des constantes.

Sa généralité a cependant pour prix la lourdeur de la mise en oceuvre que propose Kuhn et nous pro-
poserons donc une nouvelle méthode, tres simple & mettre en oeuvre en dimension 2, comme complément

de notre méthode de base (cf. § 3.3.1.4 et § 3.3.1.5).

La méthode de Kuhn me semble malheureusement assez mal expliquée dans son PhD?2 bien que son

intérét soit évident. Les principales étapes sont:
e choix d’une base quelconque; exprimer le systeme de contraintes dans cette base:

o triangularisation partielle des contraintes: les contraintes sont combinées linéairement pour mettre a
zéro autant de coefficients que possible, en commengant par les coefficients associés aux derniers vec-

teurs de la base;

e séparation de la matrice obtenue en deux matrices, 'une ayant les coefficients pseudo-diagonaux posi-
tifs, I'autre les coefficients pseudo-diagonaux négatifs; j’appelle coeflicient pseudo-diagonal, le dernier
coefficient non-nul de chaque ligne: en triant les inégalités sur le rang de ce coefficient, on obtient un

matrice pseudo-triangulaire;
e réduction a 1 ou -1 des coeflicients pseudo-diagonaux;

e ¢limination progressive des contraintes redondantes (algorithme chez Kuhn, p. 40) en choisissant la
plus forte; si ’élimination de contraintes est impossible car les deux contraintes ne sont pas compar-
ables, ajout d’une nouvelle contrainte, bissectrice des deux précédentes, et de sa négation pour former

deux nouveaux systé¢mes (Kuhn, p.78); ’élimination est ensuite effectuée sur les deux sous-systtmes;

e quand il n’y a plus qu’une contrainte de chaque rang, on a un ensemble de couples de matrices tri-

angulaires; chaque couple permet de générer un ensemble de boucles imbriquées;

Dans notre cas, on est sir de ne pas manquer de contraintes car le polytdre correspondant i un
supernoeud est fini. Comme base G 1l faut choisir un vecteur entier minimum donnant la direction
paralléle et un deuxieme vecteur entier garantissant deé (G )=1. Le choix de ce deuxitme vecteur n’est

pas unique. Pour le déterminer complétement, il suffit d’ajouter la condition que sa norme soit minimale.
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Nous ne traiterons pas le cas de la figure 3.3.1, car de nombreux exemples sont donnés dans[22].

L’exemple principal qu’utilise Kuhn pour illustrer sa méthode (p.79), la synthese de I’algorithme
paralléle de Sameh?0 pour la transformation de Givens, peut d’ailleurs étre traité par un simple change-

ment de base (cf. figure 3.3.1.2). Kuhn prend comme matrice de changement de base K :

01
K = 1 -2

La matrice X' n’est pas triangulaire inférieure et elle détruit la triangularité du domaine d’itération. En

conséquence, il faut découper le domaine en deux sous-domaines.

La matrice W que proposerait Wolfe30 n’est pas trés différente:

v=(49)

puisque les deux vecteurs de base sont simplement permutés. Mais W est triangulaire et conserve donc un

domaine d’itération triangulaire.

Dans ce cas particulier, un partitionnement suivant les deux vecteurs de dé pendance est compatible
avec une direction paralltle, celle qui est considérée comme optimale par Kuhn. Le supernoeud résultant
serait transformé par le méme changement de base en un domaine triangulaire ayant sa direction interne
paralltle (cf. figure 8.3.4.1.b). C’est un des cas favorables ou le changement de base permet 3 la fois

d’obtenir un domaine d’itération triangulaire et un vecteur de base paralltle.

3.3.1.3. Troisieme solution: repére non vectoriel

La troisitme solution que nous avons envisagée consiste A ajouter un niveau de boucle
supplémentaire en utilisant la décomposition de la cellule de base de la base P en une Jjuxtaposition de
cellules de base de la base P’. Sur la figure 3.3.1, la cellule de base de P est obtenue & partir de 6 cel-

lules de base de P'. Cette décomposition est toujours possible:

Théoreme: Toute base P, associée 2 un partitionnement définissant des supernoeuds identiques & une

translation pres, a des vecteurs de base de la forme:

Preuve

Sil existait un p; ne vérifiant pas cette relation, on pourrait trouver un nouveau p; inférieur i
5 : : 5 I 3 5 -
P’ancien en retirant de p; un certain nombre de P’ancien p;. Ce nouveau p; permettrait de définir une

nouvelle base P/, inférieure & 1’ancienne, ce qui est impossible par définition de P .
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Fin de la preuve

En conséquence, on peut repérer un noeud du supernoeud par trois coordonnées, X;, X, et off, les
deux premiéres étant les coordonnées de la cellule de type P! dans laquelle est le noeud (i.e. les parties
entieres des coordonnées du noeud dans la base P/ ) et la troisitme un numéro, pour le moment quel-
conque, permettant de retrouver les points & coordonnées entidres dans B qui se trouvent dans une cel-
lule unitaire de P’. Dans la figure 3.3.1, ces points sont au nombre de cing, car il ne faut pas oublier

Porigine du supernoeud qui nous sert maintenant d’origine de repére.

Pour retrouver les coordonnées dans B d’un point repéré par ces trois coordonnées (A1, Xg, off), il
suffit d’appliquer un changement de base P/ —B et d’ajouter au résultat le vecteur d’offset, correspon-
dant & la troisitme coordonnée. Quatre vecteurs d’offset sont visibles sur la figure 3.3.1., le cinquime est
un vecteur nul. Le nombre de ces vecteurs d’offset est bien siir égal au déterminant de la base P!. Dans
notre exemple:

1 2
Pl =1, det(P1) =5

Une procédure simple pour trouver ces vecteurs d’offset consiste & balayer circulairement Pespace
discret dans la base B & partir de l'origine, & sélectionner les vecteurs se trouvant dans la cellule unitaire
de P! et & s’arréter quand on en a obtenu det {P‘r)—l, le vecteur nul étant toujours solution. Pour plus

de siireté, on peut ajouter un deuxitme test d’arrét basé sur la norme de 7475,

Deux ordonnancements intéressants sont ceux qui découpent I’espace d’itération en tranches

paralltles & p'; ou a 5. Les deux codes possibles sont:

DO )\, = 0, BS1
DO off =1, | det(PT)|
DO X\, = 0, BS2

ou bien

DO ), = 0, BS2
DO off =1, | det(P') |
DO \; = 0, BS1

Dans les deux cas, BS1 et BS2 sont définis par les relations:
71 =BS17] 72 =BS2 7}

mais les vecteurs d’offset doivent étre ordonnés de manitre & respecter les dépendances, en commengant
par les plus petits suivant ’ordre lexicographique défini par les deux boucles sur \; et \,. En supposant

que ’on choisisse le premier ordonnancement, avec la boucle sur A\; comme boucle externe, la matrice des
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vecteurs d’offset O vaudrait, pour ’exemple de la figure 3.3.1:

01212

O=looo11
Il ne faut pas chercher d’ordre lexicographique sur ces vecteurs, car ils sont exprimés dans la base B et
non dans la base P’ pour pouvoir étre utilisés directement dans la génération de code. Le code de

contrdle final, avec la réduction de force appliquée systématiquement & tous les calculs de changement de

base puisque ’exécution est séquentielle, est le suivant:

0=7,7%;
JO — J_}D ?2
DO X\, =0, BS1

DO off =1, | det(P") |
I1=10+ < O(off). % >
T=1J0+< O(off). 2>
DO )\, = 0, BS2

corps de boucle

C passage au noeud suivant
I=1+7p; ¢,
I=J+7 2,

ENDDO X,
ENDDO off
10=10+7p! ¢
Jo=1Jo+ 7! ®,

ENDDO ),

Dans les pseudo-instructions précédentes, o définit 'origine du supernoceud et O (of f ) est le off-ieme

vecteur d’offset.

Comme det(P') sera faible dans la plupart des cas usuels, le déroulement de la boucle sur off dev-
rait diminuer 'overhead de contréle. C’est ce que nous avons fait en écrivant manuellement le programme
partitionné qui a été testé sur Alliant FX-8, mais cette solution nous semble maintenant moins

intéressante que la suivante.
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3.3.1.4. Quatrieme solution: domaine non triangulaire

Les domaines triangulaires sont parcourus sans tests par des boucles DO imbriquées dont les bornes
sont des expressions linéaires. Mais si cette forme de borne est indispensable pour de nombreux tests de

dépendance et calculs de vecteurs de dépendance! | elle n’est pas indispensable & la génération de codet.

Si les opérateurs min et max sont acceptés, il suffit d’avoir un domaine pseudo-triangulaire pour
pouvoir générer du code. Le passage d’un domaine quelconque & un domaine pseudo-triangulaire, dans
lequel on admet plusieurs inégalités de rang n, est plus facile que la décomposition en domaines triangu-
laires, quelle que soit la dimension. En dimension 2, il suffit de projeter le domaine sur la variable
correspondant a la boucle externe, puis, facultativement, d’éliminer les inégalités redondantes sans

toucher aux deux inégalités relatives i cette variable.

L’expression de borne inférieure (resp. supérieure) de la boucle interne est un max (resp. un min) des
contraintes ol le coefficient de la deuxidme variable est négatif (resp. positif). Dans le cas des super-
noeuds, qui sont des parallélogrammes, il y aura au plus quatre expressions & calculer au lieu de deux et
deux valeurs & comparer. La simplicité de la génération par rapport & la méthode de décomposition se

pale d’un overhead de contréle un peu plus élevé.

En reprenant ’exemple traité en 3.3.1.2 et en choisissant la base de partitionnement P, on obtient

le domaine d’itération suivant dans la base initiale B :

= 1 -2 -1 >\I 2 w1 X1 0
re=t37) re) <@ ()2 0)
Ce systeme est équivalent aux inégalités suivantes:

No=8h = 10
2hi ¥ Ay < 15
A+ 2 <0
2 =X < 0

On projette sur €; pour obtenir des bornes fixes sur A\; en combinant les inégalités suivant I’algorithme de

Fourier-Motzkin12 :
5\; <40 X, >0

Puis on calcule les inégalités sur Ay en nombres entiers:

T Le test de dépendance développé par R. Triolet et présenté dans |29] supporterait des opérateurs comme
min, maz et modulo moyennant I'ajout de variables auxiliaires.

Wolfe utilise cette possibilité pour échanger deux boucles dont une seule est paralltle et obtenir une boucle
interne parallele, et donc vectorielle.
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On obtient la structure de contrdle suivante:

DO )\I — 0, 7
DO Xz = M()\]_/g—“l:, —2)\1), MIN(I‘l—Q)\l, )\1/2)

corps de boucle

Comme on est resté dans la base initiale B, I = X\, et J = Ao La validité du code généré peut étre
vérifiée sur la figure 3.3.1 en n’oubliant pas que les contraintes ont une certaine épatisseur sur un espace

discret: il ne faut pas se contenter de tracer des frontires infiniment minces.

Wolfe30 utilise aussi le fait que deux boucles DO imbriquées peuvent correspondre & un domaine
d’itération non triangulaire si les opérateurs Min et Max peuvent apparaitre dans les expressions des
bornes. Cela lui permet de mettre la boucle paralltle comme boucle interne si la machine cible est vec-

torielle.

Les contraintes peuvent alors étre déduites d’un systéme d’inéquations linéaires exprimant le fait
que le noeud ? appartient au supernoeud }’0 et que le vecteur ?D, étant ’origine d’un supernoeud, a des
coordonnées spéciales. Suivant les variables choisies, on peut générer les contraintes sur les coordonnées
relatives de § par rapport & J, ou sur les coordonnées absolues de 7 dans la base initiale B, ou encore
sur les coordonnées de 7 dans n’importe quelle base dont la matrice de changement de base par rapport &

la base initiale B, est unimodulaire, G par exemple.

Une fois le systéme constitué, il suffit de le projeter d’abord sur Vindice \; qu’on souhaite avoir
comme indice de boucle externe (la coordonnée selon §; par exemple) pour obtenir les deux bornes de la
boucle sur \;, puis de le projeter & nouveau sur les deux indices, \; et Ay, dont on veut connaitre les
bornes sans jamais oublier d’éliminer la redondance. Les contraintes portant uniquement sur \; sont
négligées, puis on transforme celles qui contiennent ), de sorte que le coeflicient correspondant soit 1 ou
1. Si plusieurs contraintes a coefficients positifs (resp. négatifs) existent, il faut reporter la détermination

de la contrainte dominante 2 l'exécution au moyen d’un MIN (resp. d’un MAX) qui est utilisé comme

borne supérieure (resp. inférieure) de la boucle sur As.

Dans les cas ol le nombre de contraintes n’est que de un (il ne peut pas étre nul car le poly&dre doit

étre borné), il n’y a pas de MIN et/ou pas de MAX et les résultats de la premitre méthode sont
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retrouvés.

On remarque que cette méthode ne fait d’hypothése ni sur la base de balayage du polyedre, si ce
n’est 'unimodularité nécessaire pour visiter tous les noeuds et rien qu’eux, ni sur la forme du polyedre.
Cette méthode va donc pouvoir étre appliquée sur les supernoeuds partiels, qui, obtenus par intersection
de deux polyedres convexes (un supernoceud et le domaine d’itération), sont toujours des polyédres
convexes. C’est aussi elle que nous proposons pour générer le code de balayage du domaine d’itération
par des supernoeuds. Enfin, on verra au chapitre 7 qu’elle peut aussi servir & générer du code de copie,
Accessoirement, elle permet aussi d’appliquer la méthode hyperplane sans avoir un overhead de test

insupportable, ou de recalculer les bornes apres un échange de boucles.

Bien que nous n’en ayons pas besoin pour le moment, elle semble aussi généralisable aux espaces de

dimensions supérieures.

3.3.1.5. Cinquieme solution: décomposition en domaines triangulaires par ordonnancement

des sommets

La méthode précédente a l'inconvénient de nécessiter plus de tests, et donc d’overhead, que la
décomposition en domaines triangulaires proposée par Kuhn. Ceci & cause des MINs et des MAXs.
L’importance de cet overhead est difficile & évaluer sans faire d’expériences bien qu’il nous semble devoir

étre assez limité sur les gros supernoeuds qui vont étre nécessaires pour des unités fonctionnelles vec-

torielles.

Quoi qu’il en soit, il est possible de générer la décomposition du polyedre en domaines triangulaires
par rapport a une base G en ordonnant les sommets (en dimension 2), points frontitres des sous-
domaines, par rapport 2 la direction d’itération donnée par 7, (on suppose que 7; correspond 3 la boucle
externe) puis en découpant le polyedre en tranches par des droites de vecteur directeur 79 Chaque

tranche est, au pire, un trapeze, qui dégénere fréquemment en triangle ou en parallélogramme.

Soit, 7, et 75 deux sommets du polyedre, qui se suivent dans ’ordre précédent, et ; un noeud dont
on veut savoir s'il appartient au sous-domaine contenu entre j; et 5 pour 'ordonnancement 71. Les deux

contraintes qu’il faut ajouter au systéme initial sont:
- s AT -+
N1 6:1<:20)

L’application de la méthode décrite au paragraphe précédent sur le systeme complété donne un balay-

age sans MIN ni MAX du sous-domaine.

Cette méthode suppose qu’il soit possible d’ordonner les sommets statiquement et impose donc,
comme la méthode de Kuhn, que les bornes des boucles initiales soit connues numériquement. Il est aussi
envisageable d’effectuer ce test dynamiquement et de générer les codes correspondant aux divers ordres

possibles.
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3.3.1.6. Conclusion

Les cing méthodes que nous venons de décrire peuvent étre comparées suivant les critéres de
facilité de mise en oeuvre, d’overhead de contréle, d’overhead de calcul des indices dans la base initiale

B, de volume de code généré et du nombre de directions d’itération qu’elles peuvent accepter.

mise en | overhead overhead volume | directions
oeuvre contréle | chgt de base | de code | d’itération
décomposition - - + & = o0
(Kuhn)
chgt de base + + = + 9
(Wolfe)
offset + - i A 9
boucles pseudo- + - + + oo
triangulaires
décomposition -+ + &£ “ 0o
(ordre des sommets)

Cytron a proposé dans son PhD une méthode plus générale que la méthode hyperplane, appelée
DO ACROSS!0 . Cette méthode a I'inconvénient de générer du code paralltle mais non vectoriel. Elle
est donc sans intérét pour les corps de boucle simple, et n’est utilisable que si ’on a un multimultipro-

cesseur i la Cedar!® pour pouvoir exploiter le parallélisme interne & un noeud en mode SPMD.

Elle n’a pas été citée parmi les méthodes utilisables car elle ne repose pas sur un réordonnancement
par changement de base qui aurait pu servir & triangulariser les supernoeuds, mais sur la génération de

signaux de synchronisation.

Avant de générer le code du supernoeud, il nous faudra choisir une direction d’itération propre au
supernoeud lui-méme. Elle peut étre différente de la direction d’itération choisie pour I’ensemble des
supernoeuds. Elle peut aussi étre incompatible avec certaines des méthodes de parcours qui viennent

d’étre décrites.

3.3.2. Direction d’itération libre

Cl’est le cas a priori quand les processeurs élémentaires sont scalaires. Toutes les directions
d’itération vont donner le méme temps de calcul, au probléme de cache ou plus généralement d’acces

aux données prés. Comme nous le verrons ultérieurement, le volume de cache nécessaire & 1’exécution
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d’'un ensemble de noeuds dépend de la direction d’itération. Les autodépendances peuvent aussi étre
prises en compte pour déterminer une direction d’itération. Si I’optimisation est extréme, la direction
d’itération sera donc fixée en fonction des acces aux données et on se retrouvera exactement dans une
situation similaire & la génération de code vectoriel, la direction d’itération sera fixée (cf. les deux

paragraphes suivants).

Si la direction d’itération est libre, n’importe laquelle des méthodes présentées en 3.3.1 peut étre
utilisée. Il vaut donc mieux appliquer la plus simple, 2 savoir la premitre, en posant 7d1=17; ou
g1 =P Mais la quatritme méthode donnera le méme résultat avec une telle base G car on ne

trouvera que deux contraintes par indice. Le probleme revient donc % un bon choix de G .

3.3.3. Direction d’itération fixée. Cas favorable

Si la direction d’itération est fixée, soit pour conserver une direction vectorielle, soit pour optimiser
Pacceés aux données, et si cette direction d’itération est orthogonale & 7'; ou Js, la troisitme méthode de
génération de code détaillée au paragraphe précédent (repere non vectoriel et offset) est encore valide,

moyennant quelques aménagements.

Tout d’abord, le choix de la boucle interne et de la boucle externe est fixé par la direction
d’itération. Deuxit mement, le calcul de I et de J doit étre dérécursivé (en fait, il suffit de ne pas appli-

quer la réduction de force).

Si la condition précédente est vérifiée, ou s'il existe un vecteur ¥ entier orthogonal & la direction
d’itération qui forme une base de déterminant 1 avec P; ou Py, la deuxitme méthode (changement de

base) est valide.

L’orthogonalité de la direction d’itération et d’un des deux vecteurs de P sera rarement le fruit du
hasard. En fait, on utilisera plutdt cette propriété comme un critere de choix pour P ou pour la direction
d’itération. En fait on ne va pas nécessairement fixer la direction d’itération dans les supernoeuds en
phase d’optimisation mais simplement demander la génération de code vectoriel. Dans ce cas, il suffit de
vérifier que 7'y ou P, dans un cas, §'; ou ¢, dans I’autre, ont des normales acceptables comme direction
d’itération.

La premiére méthode est aussi applicable puisqu’il existe une infinité de bases dans lesquelles le
supernoeud est représenté par un domaine triangulaire. L’un des deux vecteurs, p'; ou p'5, doit faire par-
tie de la base. L’autre doit étre choisi de maniére & avoir det(G )= =+1. Il y a toujours, pour le
deuxieme vecteur de base, une infinité de solutions qui different entre elles d’une translation selon 7.

Tous les vecteurs 75 relient deux droites de noeuds de vecteur directeur g, aussi proches que possibles.
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3.3.4. Direction d’itération fixée. Cas général.

On se retrouve avec un probléme de génération de code similaire 3 celui de la méthode des vagues
en dimension 2 qu’ont successivement étudié Kuhn, sous le nom de Loop Reindexing®? | et Wolle, sous le
nom d’Indez Set Shifting®® . Mais contrairement au cas usuel, le domaine d’itération n’est pas triangulaire,

ou bien nous avons déja fait un changement de base pour le rendre triangulaire.

Trois méthodes restent possibles: la décomposition du supernoeud en domaines triangulaires dans
une base G contenant un vecteur entier normal i la direction d’itération et un autre vecteur entier
assurant que det(G )=1 (méthode 2); le passage dans la méme base G, mais en remplagant la
décomposition par la pseudo-triangularisation du domaine, et génération de code avec MIN et MAX
(méthode 4); le passage dans I’autre base G, celle qui assure la triangularité du supernoeud (méthode 1),

et 'ajout de synchronisations de type DOACROSS pour permettre I’exécution paralléle.

8.3.4.1. Changement de base et domaine non triangulaire

Le principe est donc de choisir une base dont le 2¢me vecteur est orthogonal 3 la direction
d’itération demandée, puis de pseudo-triangulariser le domaine d’itération dans cette nouvelle base et de

générer un code i base de MIN et de MAX.

Nous allons montrer le déroulement des opérations sur un cas particulier qui nous a déja beaucoup
servi, celui de la figure 3.3.1., en faisant ’hypothése supplémentaire, que, pour une raison inconnue, la

direction d’itération '] +p1 donne le temps d’exécution optimal pour le supernoeud.
Py 2 p

Avec la direction paralltle 7} — f;’{, le vecteur 23, — p'1 permet de constituer une base G qui

établit une bijection entre les espaces discrets de B et de G :

11
oY ast—

Le calcul du domaine d’itération dans G va faire intervenir P~ pour passer des coordonnées d’un vec-

teur d’itération dans G aux coordonnées dans P ol le supernoeud est défini par un systéme simple, en

1 2 r 113 -1
Pe=ilsa Fiees La 1

La matrice de changement de base qui nous intéresse est:

_1 {8 <¥fi ] ¢35
PPe@=<la 1lles)=Fla s

passant par G :

Le domaine est donné par:
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A 9 A
-1 1 2 -1 1 0
5 G[)\z] “g [3] et P G[AQ] > [0]
Ce qui s’écrit sous forme d’inégalités:

-3\, — 5)\y < 10
4\ + 5Xg < 15
3\ + 5% <0
Ay —Bxg 0

On en tire par projection (cf. 3.3.1.4.):
0< A\ <25

Puis en regroupant les inégalités suivant le signe du coefficient de X\, et en changeant les inégalités

strictes en inégalités larges:

DO X, =0, 24
DO Xy = MAX(—4*)\,/5, —1-3*X,/5), MIN(-3* \;/5, 2-4* \,/5)

changement de base

corps de boucle

Comme on peut le voir sur la figure 3.3.4.1, le parallélisme vectoriel obtenu n’est pas bon avec le
supernoeud de petite taille que nous avons choisi pour faire des figures de taille raisonnable. I n’est pas
bon aussi parce que la direction d’itération choisie n’est pas astucieuse. Une direction optimale! serait
vraisemblablement la normale & @,-F] ou 7572 . Dans ces deux cas, le supernoeud est un domaine tri-

angulaire dans G car F{ ou ;'3'.;{ peuvent servir 4 former la base.

3.3.4.2. Décomposition du supernoeud en domaines triangulaires

Cette méthode a été présentée au paragraphe 3.3.1.4. Elle est réutilisable telle que, puisqu’aucune
hypothese n’est faite sur la base G dans laquelle on veut triangulariser le supernoeud, si ce n’est que G
est entiere et de déterminant unité (i.e. unimodulaire). Cette condition garantit qu’aucun noeud fictif

n’est introduit et qu’aucun noeud réel n’est oublié.

T La notion d’optimalité est encore floue. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 6. Les deux directions
cit ées sont optimales si I'on cherche & avoir des vecteurs de longueur maximum et un minimum d’overhead de
controle (hypoth®se équivalant  celle du nombre de processeurs infini). Le choix de I'une ou de I'autre dépend
de la premitre coordonnée de 1p dans la base G .
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Parallélisme contenu dans un supernoeud

- Figure 3.3.4.1 -

3.3.4.3. Les DOACROSS

Cytron a proposé dans son PhD une méthode plus générale que la méthode hyperplane, appelée
DO ACCROSSI0 . Cette méthode a I'inconvénient de générer du code paralltle mais non vectoriel. Elle
est donc sans intérét pour les corps de boucle simple, et n’est utilisable que si ’on a un multimultipro-

cesseur & la Cedar!® pour pouvoir exploiter le parallélisme interne & un noeud.
Elle n’a pas été citée dans le paragraphe car elle ne repose pas sur un réordonnancement par
changement de base qui aurait pu servir & triangulariser les supernoeuds mais sur la génération de sig-

naux de synchronisation, ce qui présente ’avantage de préserver I'aspect du programme initial dans les
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restructureurs qui produisent du code source en sortie.

3.3.4.4. Conclusion

Les exécutions générées par ces trois méthodes, quand elles peuvent s’appliquer, sont strictement
égales. Seuls different la génération de code, et donc la lisibilité du résultat, et le type de synchronisa-

tion utilisé, et donc les machines utilisables.

Il n’est pas encore possible de faire un choix. Seule I’expérience dira si 'implémentation de la

méthode de IKuhn est utile.
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3.4. Code de controle pour un supernoeud partiel

La solution la plus simple consisterait & n’avoir qu’un seul type de supernoeud partiel. Pour ce faire,
le code du supernoeud partiel devrait contenir un test d’appartenance au domaine d’itération pour chaque
noeud. Malgré I'overhead dii & ces tests et, sur une machine vectorielle, la scalarisation de Pexécution qui

en résulte, nous espérions que le temps de calcul des noeuds partiels n’aurait qu’un effet négligeable sur le

temps de calcul global.

Une expérience sur Alliant FX-8 a montré qu’il faudrait de tres grands domaines d’itération, ayant
une surface évoluant effectivement en O (n2?) ou n est la taille d’un cété exprimée en supernoeuds (ce
qui élimine les domaines plats), pour que le gain dii au partitionnement en supernoeuds soit supérieur au
temps perdu dans les supernoeuds partiels. En effet, le nombre de supernoeuds partiels croissait
linéairement, en 8Xmn, si le choix de lorigine du partitionnement et les dimensions du domaine
d’itération étaient particulitrement défavorables (en 4Xn dans le cas le plus favorable) et le temps de
calcul moyen d’un supernoeud partiel était, sur ’Alliant et dans le cas particulier testé, environ 15 fois
supérieur au temps d’exécution d’un supernoeud complet! Le raisonnement 3 base de O (n)etde O(n?
s'est avéré dangereux 3 cause du coefficient de 120 devant le terme de plus bas degré. Et exiger
n >> 120, revient a réduire considérablement le domaine d’application du partitionnement puisqu’avec
des supernoeuds minima de 32X32 et n = 120 seulement, il faudrait avoir un domaine d’itération de

prés de 15 millions de noeuds.

Il faut donc optimiser I’exécution des supernoeuds partiels pour faire passer le nombre de tests de
O(n® & O(n) et pour pouvoir utiliser I’unité vectorielle lors de I’exécution d’un supernoeud partiel.
Mais l'optimisation n’est possible que si la forme exact du supernoeud partiel est connue, ce qui oblige a
distinguer un grand nombre de cas particuliers. Le nombre de ces cas dépend, comme nous 1’avons vu
précédemment en § 3.2., de la pente des frontieres et de la position de l’origine. Une généralisation &

une dimension supérieure & 2 le ferait aussi croitre.

3.4.1. Identification des types de supernoeuds partiels le long d’une frontiere

On a vu précédemment comment calculer la périodicité d’apparition d’un type particulier de super-

noeud partiel et le nombre de ces types.

Pour calculer le domaine d’itération de chaque type, il suffit de partir d’un point entier quelconque
de la frontitre (un des sommets du domaine d’itération par exemple), de trouver le supernoeud qui le con-
tient, puis de suivre la frontitre suivant ’algorithme de tracé de droite avec des pas élémentaires 7; ou
P2 pendant |a |+ |B| coups ou |a |+ |8 |-1 si une origine de supernoeud appartient i la frontitre

(cf. § 3.2.2).

Pour chacun des supernoeuds trouvés, on calcule une distance! entitre i la frontitre en faisant le

Tce n'est pas une distance & proprement parler car elle peut étre négative, mais le mot position ne fait pas da-
vantage I'affaire. Il faut que cette quantité, qui exprime la position de I'origine du supernoeud par rapport 2 la
frontikre, soit une fonction linéaire des coordonnées.
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produit scalaire d’un vecteur normal, & coordonnées entidres, quelconques, & la frontizre et du vecteur
d’itération de l’origine du supernoeud trouvé. Cette distance, qui est linéaire, est ensuite ajoutée comme
une contrainte limitant ’aire du supernoeud avant de procéder i la génération de code, exactement

comme pour un supernoeud complet.

3.4.2. Génération de code optimal, scalaire ou vectoriel

Il est peu probable qu’on retrouve des cas de génération favorables permettant d’éviter la présence
de MIN et de MAX dans les expressions de bornes, mais les deux dernieres méthodes que nNous avons
développées et qui sont totalement indépendantes de la nature du polyedre qu’il faut parcourir

s’appliquent toujours dans ce cas.

Trois types de polytdres peuvent étre générés comme intersection d’une frontitre du domaine
d’itération et d’un supernoeud: des triangles, des trapezes et des pentagones irréguliers. Il faut remarquer
qu'un changement de base ne modifie pas la nature d’un polytdre: les nombres de sommets et d’arétes

sont conservés.

Pour les triangles, on se retrouve exactement dans la situation des supernoeuds pleins. On peut faire

un changement de base & partir de 7'; ou de 7’5 et obtenir un domaine triangulaire.

Pour les trapézes, le changement de base doit obligatoirement s’effectuer en mettant la direction

paralléle aux deux c6tés paralléles dans la nouvelle base. On a donc moins de chances de pouvoir le faire.

Enfin, dans le cas des pentagones, il est strictement impossible de se ramener 3 un domaine défini

par un systeme triangulaire qui par définition ne peut avoir que 4 cétés, dont 2 paralltles.

L’unique probleme pourrait étre la prolifération du code, puisqu’il faut générer quatre bornes de
boucles pour chaque type de supernoeud le long de chaque frontitre. On a vu en § 3.2.3 que ces types

pouvaient étre tres nombreux.

3.4.3. Génération de code simple

On reprend le code scalaire développé pour un supernoeud complet en 3.3.2, tout en ajoutant au

coeur, juste avant le corps de boucle, un test d’appartenance au domaine d’itération.

Pour diminuer un peu I'overhead de test, on peut générer un code simple différent par frontiere et

ne mettre que le test correspondant i ladite frontiere.

Cette solution est facile & mettre en oeuvre mais son intérét principal est surtout de limiter le

volume de code produit.
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3.4.4. Cas des supernoeuds intersectant plusieurs frontieres

Le probleme principal est de les identifier rapidement. Il a été étudié en 3.2.5. Ces supernoeuds
étant au nombre de quatre au plus sur la plupart des domaines d’itération, il ne semble pas utile de
chercher a les optimiser. L utilisation du code simple déerit au paragraphe précédent devrait fournir de

résultats acceptables.

Cependant, la méthode de pseudo-triangularisation et la méthode de triangularisation peuvent
encore étre appliquées en partant d'un systéme d’inégalités renforcé par le test de détection de tels

supernoeuds.

Dans le cas général de dimension N, que nous ne traitons pas dans ce chapitre consacré i la
génération de code, il y aura aussi des supernoeuds contenant des arétes. En dimension 2, arétes et faces

sont confondues.

3.4.5. Ajout du code mal imbriqué

Ce probleme est mentionné ici pour mémoire, puisque nous n’étudions par hypothese que les bou-
cles bien imbriquées. Le code mal imbriqué ne doit apparaitre que dans des noeuds partiels si le test de
noeud complet est bien choisi (cf. 3.2.5). Le code doit étre ajouté quand la contrainte de la frontitre
correspondante est saturée. Cet ajout peut &tre fait sans test si la saturation de la frontiere correspond &
une des deux bornes de la boucle interne. Cela devrait étre le cas pour les supernoeuds partiels triangu-
laires. Pour les autres supernoeuds, il faut ajouter un test en début ou/et en fin de ’ensemble des tours de

boucle interne pour tester cette saturation.
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3.5. Modification des références aux variables

- Jusqu’ici, nous ne nous sommes préoccupé que du code de controle nécessaire pour induire ’ordre
d’exécution correspondant au partitionnement déecrit au chapitre 2, et du code nécessaire au retour dans
la base initiale. Avec certaines architectures de machines, il suffit de conserver le corps de boucle tel quel.
Mais, dans la plupart des cas, il est nécessaire de transformer les références aux tableaux originaux en des

références a une ou plusieurs de leurs copies, partielles ou totales.
Plusieurs des solutions proposées seront valables pour des espaces de dimension supérieure a 2.

Dans les paragraphes 3.5 et 3.6, le mot copie est ambigu: il s’agit tantét du tableau contenant la

copie des données (en général dans 3.5), tantét du mouvement de données (3.6).

Apres avoir €liminé les architectures de machine qui ne nécessitent aucune modification des
références, nous étudierons le cas ol un tableau n’est référencé que par une famille de références dans le
corps de boucle et proposerons trois copies possibles. Puis nous passerons au cas des familles de références
multiples, qui est plus compliqué & cause des problemes de cohérence entre copies. Enfin nous essaierons

de déterminer quelles zones de copies doivent étre initialisées ou sauvegardées dans la mémoire globale.

3.5.1. Acces automatique

Avec les machines qui contiennent des dispositifs matériels pour gérer de maniere transparente les
différents niveaux de la hiérarchie mémoire, il est inutile de changer les références aux tableaux conte-
nues dans le corps de boucle. Il suffit donc de recopier ce dernier tel quel au coeur des structures de

contréle développées dans le paragraphe précédent.

Dans le cas du cache, il faudra quand méme vérifier qu’on ne provoque pas de débordement de
cache, ce qui conduira dans le chapitre suivant i essayer d’évaluer les volumes des données 3 mettre

simultanément en cache.

3.5.2. Problémes posés par la copie optimale

Quand la hiérarchie mémoire doit étre gérée par I'utilisateur au moyen de copies d’un niveau & un
autre, il faut essayer de réserver un minimum de place dans le niveau le plus rapide, de ne copier qu'un
minimum d’éléments de tableaux et de ne pas compliquer excessivement les calculs d’indices, pour ne pas
risquer de dégrader les performances vectorielles de la machine cible, sinon méme imposer une exécution

scalaire.

La copie optimale consisterait & ne réserver que I’espace strictement nécessaire, 3 ne copier que ce
qu’il faut et a conserver un adressage linéaire. Il est facile de montrer sur un contre-exemple que ces
objectifs sont incompatibles dans le cas général. On se place en dimension 2, avec une référence & un
tableau T ayant un vecteur d’autodépendance qui n’est colinéaire avec aucun des vecteurs des bases B et

P . La référence est définie par une forme linéaire @ et elle restera définie par une forme linéaire tant
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que les acces aux éléments du tableau seront linéaires: la seule transformation qu’on puisse faire est un

changement de base, Il faut que des noeuds qui accédaient le méme élément de tableau continuent %
accéder le méme élément:

—_ -»_'.|
J

- - o
adj=a 9 & 4!

I
%
L

a

I
R
w

VoG 4 = i s i 4

Ceci implique que @ et @ sont orthogonaux & j—j' , et, comme nous sommes en dimension 2, que
@ = M@ . La seule chose qu’on puisse laire est done d’appliquer une homothétie 3 & pour supprimer les
trous systématiques. Le meilleur coeflicient est I'inverse du PGCD de ses coordonnées qui donne une

nouvelle forme linéaire @ suceptible d’accéder tous les éléments du nouveau tableau.

Le contre-cxemple est dessiné figure 3.5.2.a. Le tableau T est référencé par
= ... T(-3*I+1J)

et le sommet du supernocud adresse un élément isolé de T, qu’on ne peut pas rapprocher des autres par

homothétie sans provoquer des collisions.

Y

e e T(I-2J)

Copie linéaire non-optimale

- Figure 3.5.2.a -

Une [ois montrée ’absence de solution linéaire, il reste & voir ce qu’on peut faire en levant une des

trois conditions définissant la copie optimale dans les trois cas qui se posent en dimension 2, le scalaire, le

tableau monodimensionnel et le tableau bidimensionnel.

La dimension dont nous parlons ici n’est pas celle qui est déclarée dans le programme mais la

dimension de I’espace généré par ’ensemble des formes linéaires @; qui forment les expressions d’indices.
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La constante est négligée. Par exemple, la référence:
T(LI+1)

est de dimension 1, car elle génére une droite de vecteur directeur:

(o)
0
Comme I’espace d'itération est de dimension 2, les tableaux ne peuvent pas étre plus que bidimensionnels.

Ceci posé, les tableaux 0-dimensionnels, comme T(2,3), et les scalaires peuvent étre copiés dans des
scalaires et accédés par un nom. Les tableaux monodimensionnels peuvent étre accédés linéairement sans
perdre beaucoup d’espace. La figure 3.5.2.a montre que I’on ne perdra pratiquement pas d’espace, surtout
dans les cas courants o1 les expressions d’index ne contiennent presque toujours qu’un indice de boucle
comme variable: c’est la solution que nous appelons copie par exces. Elle est exposée au paragraphe
suivant dans le cas d’une dimension quelconque. Enfin la zone des tableaux bidimensionnels qui est
accédée par un supernoeud est aussi un parallélogramme puisqu'il n’y a que changement de base. Ce
parallélogramme peut étre tassé¢ en réduisant chaque @; par le PGCD de ses composantes, et mis sous

forme triangulaire comme le supernoeud.

I est alors possible de le stocker sous une forme continue en utilisant la fonction modulo dans les
acces. Géométriquement, cela revient & couper une partie triangulaire du parallélogramme et 3 la mettre
de P’autre c6té pour en faire un rectangle. Bien que ce stockage ne soit pas linéaire, les lignes et les
colonnes du tableau sont rangées régulitrement. Un exemple est donné figure 3.5.2.b. La matrice de tri-
angularisation est encore appelée G bien qu’elle n’ait pas de rapport avec la matrice G qui a servi &

effectuer la génération de code. Le tableau de copie est déclaré par:
DIMENSION T(0:4,0:5)
et accédé par A, et Ay sous la forme
T’ (mymod(\,5),\s)

On peut remplacer A; et A, par I et J en utilisant la matrice de changement de base G

10 10 A I
— . - it [ |
o=[i3  e-[1])  [)-e0
Ainsi, n'importe quelle référence bidimensionnelle du type T(E1,E2) devient T’(mymod (1,5),J-I), quelles
que soient les expressions E1 et E2, tant qu'elles permettent de faire un calcul de dépendance pour
montrer que la référence est bien bidimensionnelle. La mise en correspondance de T et de T’ ne se fait

que pendant les opérations de copie. Dans le cas ol T n’est référencé qu’en partie droite (utilisation), E1

et E2 peuvent étre quelconques et on peut donc profiter de la copie pour supprimer une indirection!.

T Pour les machines dont la mémoire locale, le cache et/ou la mémoire globale favorisent un pas d'acces de 1, la
copie permet aussi d’opérer une transposition.
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Stockage par modulo

- Figure 3.5.2.b -

Dans les cas favorables, G peut donner un domaine rectangulaire de T qui va pouvoir s’accéder de

maniere standard sans appel & mymod .

Nous n’avons cependant pas approfondi 1’étude des stockages non-linéaires car ils sont incompati-
bles avec le seul mode d’adressage efficace des processeurs vectoriels, le pas constant!. Nous proposons

donc aussi d’utiliser la copie par exces pour les tableaux bidimensionnels.

Dans le cas de tableaux linéarisés par le programmeur, qui ont des constantes multiplicatives impor-
tantes dans leurs références, il faut faire un test de d’autodépendance pour voir s’il ne s’agit pas en fait
d’un tableau de dimension 2. S’il n'’y a pas autodépendance, on gagnera de la place en traitant un tel
tableau comme un tableau bidimensionnel. Malheureusement, le test d’autodépendance ne peut pas étre
fait avec comme domaine d’itération un supernoeud, car il dépendrait alors d’une taille qui n’a pas encore

été fixée: il faut décider du type de stockage avant de calculer la taille du supernoeud dans la phase

TSeuls les processeurs de traitement du signal proposent des modes d’adressage & base de modulo pour pouvoir
stocker les K derniers points ou bit-reversal pour la transformée de Fourier.
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d’optimisation qui précéde la génération de code. Il faut se contenter du domaine d’itération, qui a moins

de chances de donner un résultat de non-autodé pendance.

3.5.3. Copie par exces avec acces linéaire

La copie par excés est une méthode compatible avec des dimensions supérieures & 2. Tout d’abord,
on détermine la dimensionnalité du parallélépipede relatif & une référence en calculant la dimension du
systéme formé par les formes linéaires @; et non en prenant la dimension déclarée du tableau. On
identifie donc bien les lignes, colonnes et diagonales de matrices. Exemple:

TIE) » @ =& = () — T

De plus ces formes sont réduites par le PGCD de leurs composants pour ne pas avoir d’éléments inutiles,
jamais accédés, dans le tableau de copie. Clest avec un systéeme libre et générateur de ces formes
réduites qu'on évalue la dimensionnalité et les dimensions du plus petit parallélépipede rectangle englo-

bant.

Les dimensions du parallélépipede sont trouvées par un calcul de min et de max sur les quatre som-

mets du supernoeud puisque les expressions d’indices sont linéaires et done convexes.

La génération de code est aisée puisqu’il suffit de calculer un offset pour chaque dimension du

tableau copie, et I’évaluation du volume est immédiate en fonction de la taille du supernoeud.

L’inconvénient de cette méthode est le gaspillage d’espace mémoire. Ce gaspillage augmente avec la
dimension du tableau. Il est nul en dimension 0, quasi nul en dimension 1, car la différence entre I’espace

utilisé et 'espace nécessaire est constante, mais proportionnel au volume utile en dimension 2.

Si on reprend I'exemple de la figure 3.5.2.b, on utilise 56 éléments au lieu de 30:
DIMENSION T’(-2:4,0:7)

et n'importe quelle référence bidimensionnelle devient T’(I-10,J-J0), ol 10 et JO sont les coordonnées de

origine du supernoeud (figure 3.5.3).

3.5.4. Copie exacte avec acces pseudo-linéaire

La copie exacte avec acces linéaire est impossible comme on I’a vu en 3.5.2. Cependant, il est possi-
ble d’avoir des acces linéaires le long de certaines directions et cela peut étre suffisant si ce sont juste-
ment les directions dans lesquelles se font les opérations vectorielles. C’est ce que nous appelons de Pacces
pseudo-linéaire.

Les seuls tableaux pour lesquels la copie par exces n’est pas satisfaisante sont les tableaux bidimen-
sionnels, car 'espace mémoire gaspillé n’est pas négligeable. Mais dans le cas bidimensionnel, il y a bijec-

tion entre un noeud du supernoeud et un élément de la copie, et un systéme de parcours des noeuds
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v

PHI 1

Copie par exces avec acces linéaire

- Figure 3.5.3 -

devrait permettre de parcourir aussi ’ensemble des éléments de la copie. Toutes les méthodes de parcours
étudiées en 3.3.1 ne conviennent pas car le stockage des tableaux en Fortran se fait avec des domaines
rectangulaires et non avec les domaines triangulaires dont s’accomodent les boucles DO. Le seul par-

cours rectangulaire que nous avons trouvé est le parcours basé sur les vecteurs d’offset.

Cela reviendrait & définir les tableaux de copie comme des tableaux tridimensionnels, ce qui n’est

pas génant, mais aussi & ne pouvoir eflectuer les copies que par programme.

La non-linéarité de la technique est maintenant dans le changement de repére de B vers le repere

tridimensionnel. Elle ne permettra de générer du code vectoriel que le long de 7, et de 5.

Une partie du changement de repere est connue. Elle est fondée sur P/, que nous allons noter P

pour alléger les écritures. Dans le cas illustré figure 3.5.4:

I

Le calcul de la coordonnée off s’appuie sur le fait que tous les vecteurs entiers dans B ont des
coordonnées réelles dans P qui sont des multiples de det (P ). En eflet, tous les vecteurs entiers de B
ont un représentant dans la cellule unité de P (cf. 3.3.1.1). Pour ne pas obtenir par combinaison linéaire

plus de det (P) représentants (groupe a det (P) éléments), la condition sur les coordonnées doit étre



- 162 -

vérifiée. On évite les calculs sur R en éliminant I’eflet de la division entidre par det (P) dans P! et on

choisit arbitrairement de faire le caleul avec la coordonnée relative & i

A o (1 Xdet
[x;: ] g [J};diz}f;” off = mymod (' ,det (P))

Le choix de 7'y et de \y' aurait simplement modifié I’ordre des plans de T".

[

Toute référence bidimensionnelle & T devient soit T'(A,Xg,0ff) si le contréle est généré par la

méthode 1, et T°((I+J)/2,(J-1)/2,00) sinon, toujours dans le cas de la figure 3.5.4.

PHI 2

Copie exacte avec acces pseudo-linéaire

- Figure 3.5.4 -

3.5.5. Références multiples au méme tableau

Les références multiples au méme tableau posent le probleme usuel de cohérence des copies. S'il est
possible de montrer qu’il n’y a jamais dépendance entre deux références, le probleme de cohérence ne se

pose pas et un tableau de copie va étre généré pour chaque référence. Un exemple typique est:
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DOI=1,N
DOJ=1M
TILK) = ...
.. = T(J,K+1)

Il

sl un calcul de prédicat nous permet de nous rendre compte que K n’est pas modifié dans le corps de bou-

cle. Une constante numérique, & la place de K, rendrait le test de non dépendance encore plus facile.

S’il y a une dépendance constante entre deux références, ¢’est-a-dire si les formes linéaires d’indices
sont les mémes, une seule copie par exceés va étre effectuée mais le caleul des dimensions du

parallélépipede englobant va prendre en compte les différentes constantes additives qui apparaissent dans

les expressions d’indices. Un exemple typique pourrait 8tre:

DOI=1,N
DOJ=1M
T = ...
.. = T(I+1,J-1)

I faudra évaluer les expressions I-10 et I-10-+1, J-JO et J-JO-1 aux quatre sommets du supernoeud. I0 et JO
sont les coordonnées, dans la base initiale, de 1’origine du supernoeud. Ils servent aussi & calculer les

offsets d’acces au tableau copie.

Dans le cas ol de nombreuses références forment des dépendances constantes, on parlera par la

suite de famille de références.

Enfin, s’il existe une dépendance non constante entre deux références! , il faut considérer ’union
des deux régions accédées et en faire une copie unique. Il est possible d’approximer cette union par
'enveloppe convexe des deux régions référencées, mais cette enveloppe convexe va varier d’un super-
noeud a un autre et, pour avoir un code de supernoeud complet unique, il va falloir prendre I’enveloppe
convexe de toutes ces enveloppes convexes. Cette enveloppe globale peut atteindre une taille ridiculement

grande. Dans le cas suivant:

DOI=1,N
DOJ=1M
WL ..

=TI

les supernoeuds affectés aux coins supérieur droit et inférieur gauche se verraient réserver Pensemble de

TCeci implique que les deux références sont distinctes.
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la matrice & transposer et I'intérét du partitionnement en tant que technique d’adaptation de 1a taille des

taches aux ressources disponibles serait nul.

Si on sait distinguer dynamiquement les supernoeuds pour lesquels les deux références créent une
dépendance et ceux pour lesquels il n’y a pas dépendance, on peut adopter deux stratégies de copie. Pour
les supernoeuds sans dépendance, deux copies, une par référence, sont créées et, pour les supernoeuds A
dépendance, une copie de l’approximation de I’enveloppe convexe des deux régions référencées est
effectuée. Cette fois, 'enveloppe convexe ne pourrait pas prendre des proportions gigantesques du fait de
Pexistence d’une dépendance: les deux zones i envelopper ont une intersection non vide et un volume
limité par la taille du supernoeud; le volume de leur union est inférieur % la somme de leur volume. Pour
n’avoir qu’un type de supernoeud 2 enveloppe convexe, il faudra étre capable de prévoir tous les cas pos-
sibles et de trouver leur enveloppe. De plus, ceci ne sera viable que si le test de dépendance est rapide &
exécuter. Enfin, le nombre de types de supernoeuds complets augmente exponentiellement avec le nombre

de couples de références créant des dépendances non constantes.

3.5.8. Variables locales

Les variables locales au corps de boucle n'ont besoin ni d’étre copiées de la mémoire globale & la

mémoire locale avant ’exécution du supernoeud, ni de la mémoire locale & la mémoire globale & la fin de

P’exécution.

La détection de variables locales scalaires se fait en calculant les Use-Definition-Chains20 sur le corps
de boucle. L’analyse est tres facile sur de petits corps de boucles. Il ne faudrait pas que ces variables
soient expansées par la phase de parallélisation préalable. La détection de la localité serait plus difficile

et 'expansion i ’ensemble du domaine d’itération dommageable.

Les tableaux posent un probleme plus délicat car il est difficile dans le cas général de savoir si un
tableau est entiérement initialisé, ou plutdt si au moins tous les éléments de ce tableau qui sont utilisés
dans le corps de boucle sont bien initialisés auparavant. Si le corps de boucle est simple, sans IFs ni
CALLs, il suffit de vérifier que les références sont strictement identiques et qu'on commence par une
écriture. Sinon, nous ne connaissons pas de méthode générale pour ce probleme. Seul Kuhn22 propose un

algorithme de test d’Array Covering, & la suite du probleme de la couverture des dépendances.

De toute fagon, la détection des variables locales peut étre imparfaite. Des transferts de données

inutiles seront effectués, mais le code généré sera correct.

3.5.7. Références et variables en entrée ou en sortie

Une référence est dite en enitrée si elle apparait en partie gauche d’une affectation, dans un ordre de
lecture ou comme argument IN ou IN/OUT d’un sous-programme ou d’une fonction. Elle est dite en sor-

tie si elle apparait en partie droite d’une affectation, dans une expression booléenne de test, dans un ordre
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d’écriture ou comme argument OUT ou IN/OUT d’un sous-programme ou d’une fonction. Ces deux listes
sont encore incompletes (COMMON et variables de contrdles des entrées-sorties par exemple) et une
premiére maquette de partitionneur automatique pourrait étre limitée aux corps de boucles composés
d’une suite d’affectations. Le calcul complet des variables en entrée ou en sortie est du ressort d’un

paralléliseur interprocédural?® % et nous n’étudierons pas ce probléme davantage ici.

Pour les variables qui ne sont référencées qu’une fois, il suffit de déterminer la nature de la
référence. Pour les variables qui sont référencées plusieurs fois, sans qu’apparaissent des dépendances
entre les références, on peut traiter chaque référence indépendamment. En ce qui concerne les familles
de références et les approximations d’un ensemble de références par des enveloppes convexes, on peut
toujours tout copier par défaut sans détruire la correction des calculs. La copie partielle du tableau local
peut se faire référence par référence, mais il n’est pas stir, si I'intersection des références est importante,
que le temps de copie sera diminué. Si toutes les références d’une famille sont IN ou OUT, seule la copie

correspondante sera programm ée.

L’optimisation des mouvements de données semble assez délicate. Il faudrait avoir plus d’expérience
pratique, avec des machines qui nécessitent la programmation de mouvements de données, pour estimer

les gains en temps que pourrait apporter une optimisation poussée.

3.5.8. Déclarations des tableaux de copie

Les déclarations des tableaux de copie ne posent pas de probleme puisqu’on sait en évaluer les
bornes inférieures et supérieures (cf 3.5.3), une fois qu'on a décidé des relations entre références et

tableaux de copie (cf 3.5.5).

3.5.9. Conclusion

-

La génération de variables locales ne semble pas étre facile 3 effectuer d’une manidre automatique.
Les machines a base de caches simplifient considérablement le travail de programmation, et donc la
génération automatique de code. Ceci est vrai méme si le cache doit étre géré partiellement par le pro-
cesseur avec des ordres d’invalidation ou de vidage et/ou par les compilateurs qui doivent marquer cer-
taines variables comme cachable ou non-cachable pour garantir la cohérence dans une architecture mul-

tiprocesseur.

Le gain en performance qu’on peut attendre d’une mémoire locale gérée optimalement par rapport
3 un cache géré selon une politique fixe et indépendante de la nature des traitements ne semble pas
devoir étre important. En effet, les optimisations de temps d’exécution faites sous I’hypothese d’un com-
portement parfait du cache sont valides!? tant que les données qu’il faudrait maintenir en cache ne sont
pas plus volumineuses que celui-ci. Ce sera bien évidemment une contrainte qui sera respectée par les

supernoeuds.
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Enfin, nous n’avons pas évalué les complications qu’introduirait la présence d’appels de sous-

programmes ou de fonctions dans le corps de boucle.
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3.6. Géneération du code de copie

La génération du code de copie n’est pas toujours nécessaire: le matériel peut décider dynamique-

ment des copies a effectuer (antémémoire). Le code dépend i la fois de la génération des tableaux par-

tiels (cf. 3.5) et des organes de copie de la machine.

3.8.1. Copie programmée

La copie programmée ne pose pas de probleme puisqu’on est libre de faire ce qu’on veut. Elle se fait
famille de références par famille de références pour éviter de copier plusieurs fois le méme &lément de

tableau.

Les tableaux locaux bidimensionnels peuvent avoir été déclarés avec des dimensions définies
approximativement. Cela crée une petite incertitude sur ’existence d’une fonction associant un élément
du tableau copie & un élément du tableau réel, surtout pour les supernoeuds partiels. Pour éviter un
acces mémoire invalide ou I’écrasement d’un élément de tableau voisin, il faut se baser sur le code de
contrdle du supernoceud correspondant, partiel ou complet, pour effectuer les transferts de tableaux bidi-

mensionnels. Cela permet aussi de ne transférer que les éléments utiles.

Pour les tableaux monodimensionnels, dont 'approximation est meilleure, les trous sont forcément &
Pintérieur des bornes fixées par les déclarations et on peut utiliser ces dernieres pour générer le controle
en initialisation, mais pas en mise & jour. Les éléments transférés inutilement seront tres peu nombreux
avec les formes linéaires d’accts usuelles et, comme leur nombre ne croit pas avec la taille du supernoeud,
cette source d’overhead peut étre rendue négligeable. Les supernoeuds partiels doivent recevoir un code de
copie spécifique, qu’on les optimise ou non. Dans ce dernier cas, les copies non valides doivent étre évitées

par des tests.

Dans ces deux cas, mono- et bidimensionnel, les formules de changement de base des indices se

déduisent aisément du type de copie choisi, du reptre de parcours utilisé et de I’origine du supernoeud.

La copie des variables scalaires est une simple affectation.

3.6.2, Transfert par message

Le transfert par message ne permet pas, en général, de transférer des éléments non contigus, méme
s’ils sont séparés par un écart constant (constant stride). Il faut donc constituer le message i transférer
exactement comme si on effectuait une copie programmée (cf. 3.6.1), sauf dans le cas des tableaux bidi-
mensionnels de copie qu’il faut remplir completement d’aprées leurs dimensions déclarées, en utilisant une
valeur par défaut si nécessaire, et non d’apres le code de contrdle du supernoeud. Pour les scalaires, il
faudrait combattre ’overhead d’initialisation de message (quelques millisecondes sur I'iPSC) en les met-

tant tous dans un message unique.
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A la réception du message, on peut heureusement utiliser la zone d’arrivée pour stocker le message,
aux problémes de contrdle d’erreurs pres, puisqu’on ne géntre que des zones de copie contigues. Si les
scalaires sont regroupés, il faut ajouter le code de dépackage ou bien remplacer chaque occurrence de
scalaire par une référence au tableau des scalaires, que la phase d’optimisation du compilateur transfor-

mera en un accés scalaire en principe.

3.6.3. Opérateurs spécialisés de transfert

Les capacités des opérateurs de transfert sont spécifiques de la machine cible. D’une manitre
générale, leur utilisation efficace suppose qu’ils soient au moins capables de transférer des éléments avec
deux pas différents en lecture et en écriture. Cette facilité permet de supporter tous les changements de

base ou d’échelle car ce sont des opérations linéaires qui se traduisent par des incréments constants.

Un opérateur de transfert acceptant d’effectuer des indirections serait certainement plus lent et sans

utilité tant qu’on n’essaie pas de faire une copie optimale et qu’on se limite aux copies par exces.

Enfin, I'utilisation efficace d’un opérateur de copie transférant uniquement des blocs dont la taille

n’est pas ajustable & un mot pres, pose d’autres problemes, trop spécifiques pour étre abordés ici.

3.6.4. Exécution paralléle des transferts et de données des calculs

L’exécution parallele des transferts de données et des calculs est envisageable pour les machines
disposant d’opérateurs spécialisés et de mémoires locales ayant une bande passante suffisante pour que

calculs et transferts ne se ralentissent pas trop mutuellement.

La génération automatique des synchronisations nécessaires entre transferts et calculs, et la
séparation des codes de copie et d’exécution d’un supernoeud pour obtenir de nouveaux supernoeuds asso-
ciant & un calcul la recopie des résultats du précédent et le chargement des données du suivant ne posent
pas en soi de probleme. Mais la gestion de la mémoire locale sera perturbée puisqu’il faudra prendre en
compte des buffers’ , et les hypothéses concernant le calcul du temps d’exécution devront étre revues car
le préchargement introduit une rigidité dans le séquencement des supernoeuds: les ordonnancements
dynamiques instantanés, comme l’ordonnancement par les données, ne sont plus possibles. De plus les

supernoeuds initiaux et finaux constituent des cas particuliers.

Cette voie ne sera pas poursuivie dans ce travail car les seules machines disposant de tels opérateurs
sont pour le moment les hypercubes, que nous avons éliminés au paragraphe 1.3.3 pour cause d’absence
de mémoire globale et de temps d’échange fluctuants, et le projet RP3, qui peut prendre des
configurations ne nécessitant pas l'utilisation d’opérateurs de copie et sur lequel les détails nous man-

quent.

T Gela ne revient pas & diminuer artificiellement la taille mémoire, car la taille des buffers va varier avec la taille
des supernoeuds.
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3.8.5. Comparaison des différents types de copie

Il est impossible de choisir un type de copie particulier avant d’avoir mené des expériences sur des

programmes réels. Il fallait, dans ce travail, montrer qu’il existait des solutions méme si aucune d’entre

elles n’est idéale.

mise en | directions & acc®s | utilisation | opération
oeuvre linéaire de de
(vectorielles) Pespace copie
approximation
rectangulaire + + o0 = + +
dans B
rectangularisation
par modulo + 1 + - =
dans G
repéere - 2 + -
3D

Avantages et inconvénients des différents types de copie

- Table 3.8.5 -

Ce tableau est incomplet. Ni les interférences entre le code de contréle et le type de stockage, ni le
probléeme des dépendances variables, ni le fait que le seul cas délicat soit le cas des références bidimen-

sionnelles, n’apparaissent.

Un exemple de génération de code de copie est donné au chapitre 7.
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3.7. Conclusion

La génération de code est plus ou moins facile suivant les machines. Le calcul de la structure de
contrdle d’un supernoeud, spécialement si on veut préserver la possibilité d’une exécution vectorielle,

n’est pas simple, mais conduit & des résultats uniformes.

Une bonne génération de code est importante pour pouvoir faire des approximations valides lors du
choix d’une taille de supernoeud et pour que les améliorations espérées ne soient pas détruites par

I'overhead de codage quand le seul gain provient d’une meilleure utilisation du cache.

L’optimisation du code des supernoeuds partiels est plus compliquée mais nécessaire pour ne pas
reposer trop sur des approximations basées sur le rapport surface/périmetre du domaine d’itération,
approximations qui peuvent étre invalides dans le cas des domaines trés plats, et qui ne sont valables que

pour de larges domaines d’itération.

Il nous semble que I'utilisation des poly&dres convexes et des changements de base est tres promet-
teuse puisqu’elle fournit & la fois un cadre unique permettant de traiter ’ensemble des problemes que
nous posait la génération de code avec supernoeuds et des résultats aussi bons (et surtout justes...) que

ceux qu’on pourrait obtenir & la main. Elle s’applique de plus & d’autres transformations de programme

comme la méthode hyperplane ou I’échange de boucles.

Mais, plus que tout, c’est la gestion des variables locales qui complique la génération de code, bien
que les polyedres convexes résolvent partiellement ce probléme subsidiaire. Il n’y a pas une technique
unique & raffiner, il faut en développer une par machine. La gestion manuelle, par un programmeur, des
variables mises en mémoire locale devrait s’avérer délicate et peut-étre décourageante, vu les tailles et les
efficacités qu’ont les caches avec des programmes qui tiennent compte de leur présence. La génération
automatique de ce code peut sembler provoquer un overhead de copie trop important par rapport au gain
espéré, mais il ne faut pas oublier que sur des machines & plusieurs espaces d’adressage indépendants,

comme Marianne ou les hypercubes, les copies sont indispensables.

Notons enfin que la différence entre cas usuel et cas général a été souvent faite, vérifiant une fois
de plus la loi des 80/20 ou méme une loi 99/01: 99 % des problémes sont posés par 1 % des cas
rencontrés dans la pratique. Les cas usuels sont trés favorables en ce qui concerne le partitionnement, le
parallélisme et I'exécution vectorielle. En revanche, ils ne permettent pas de trouver une solution simple

pour 1’allocation de tableaux de copie.
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4. COUTS ET CONTRAINTES DUS AUX MIGRATIONS DES
DONNEES

Ce chapitre a pour but de quantifier les mouvements de données qu’il faut prévoir en fonction de
I'architecture, que ces mouvements soient effectués automatiquement par la machine dans le cas des
caches et de la mémoire virtuelle, ou qu’ils soient explicitement gérés par le programmeur et exécutés

soit par un processeur spécialisé en transferts soit par les processeurs é1é mentaires de calcul.

Un certain nombre d’hypothéses restrictives ont été faites au chapitre 1 sur les machines et les pro-
grammes considérés. Nous rappelons britvement ici les deux qui concernent les transferts. Tout d’abord
indépendance des performances des processeurs vis-a-vis de leur environnement implique que les
transferts de données soient indépendants les uns des autres. Ensuite, les expressions d’indice des

références doivent étre des fonctions affines des indices des boucles englobantes.

Dans un premier temps, nous allons voir qualitativement quels types de données doivent étre
transférés en fonction de ’architecture des machines (§ 4.1). Ensuite, nous exposerons quelques méthodes
permettant d’obtenir des informations symboliques sur le volume de données & transférer & partir des
références présentes dans le corps de boucle (§ 4.2). Ces informations permettront d’optimiser ou
d’influencer soit la forme des supernoeuds, soit I’ordonnancement des calculs & lintérieur d’un super-
noeud. Puis nous essaierons de calculer le volume de données qu’il faut stocker simultanément dans la
mémoire la plus rapide pour en dériver une contrainte sur la taille des supernoeuds (§ 4.3). Ce volume
sera d’autant plus faible que les transferts auront lieu juste quand les données transférées seront

nécessaires (§ 4.4).
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4.1. Types d’architectures étudiés

Nous allons étudier I'influence des architectures présentées au chapitre 1 sur les transferts de
données. Quand faut-il les effectuer? Quelles sont les données échangées? Quelle peut étre 'influence du

partitionnement et de I’ordonnancement des calculs? Telles sont les questions auxquelles nous essaierons

de répondre.

Bien entendu, ce paragraphe est sans objet dans le cas des architectures avec un seul niveau
mémoire. C’est le cas par exemple avec le Cray X-MP dont la bande passante mémoire a été choisie
suffisamment importante pour ne pas pénaliser trop séverement les temps d’exécution et se passer

d’antémémoire et de mémoire locale, du moins pour les unités vectorielles.

4.1.1. Cache local

Les caches locaux posent deux problémes: un probléeme de cohérence, puisque deux copies de la
méme case mémoire peuvent &tre modifiées indépendamment et un probléme de taille, puisqu’il faut

éviter de provoquer le déchargement d’une case qu’on va réutiliser ultérieurement.

Cohérence

La présence de caches locaux dans les multiprocesseurs pose le probléme de la cohérence des copies.
Si deux processeurs modifient indépendamment une méme cellule mémoire dont la valeur a été copiée
dans leur cache respectif, le résultat global de 'opération va dépendre de ’ordre des lectures et des
écritures. Ce probleme a été largement étudié dans les systémes d’exploitation et dans les bases de
données sur le plan logiciel mais il a également été traité dans le cas des caches® 53 . R. L. Lee donne
de nombreuses références bibliographiques dans [13] mais aucune des solutions proposées ne lui semble
satisfaisante, car elles impliquent un ralentissement des caches et un coiit non linéaire par rapport au
nombre de processeurs. Le projet SPUR® a quand méme adopté cette solution en implémentant un

mécanisme appelé Berkeley Ownership.

Le projet RP32 a abordé le probleme d’une maniére différente, en reportant le probleme du main-
tien de la cohérence sur les compilateurs et les utilisateurs. Plusieurs instructions permettent de gérer le
cache explicitement, par exemple pour le vider, et les données peuvent étre marquées comme non-

cachables.

La méthode que nous proposons s’'insére particulitrement bien dans ce contexte puisque, comme
nous 'avons déja remarqué en 1.2.3, deux supernoeuds qui s’exécutent simultanément ne peuvent pas
partager une cellule mémoire en écriture ou risquer de lire une cellule aléatoirement avant ou aprés une
écriture. Ces deux cas impliqueraient des dépendances entre les deux supernoeuds, dépendances incompa-

tibles avec les principes qui ont conduit & leur création.
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Le probléme de mise & jour des données globales ne se pose qu’a la fin de P’exécution d’un super-
noeud. Il faut que les résultats produits soient renvoyés en mémoire globale. Dans le cas du projet RP32
,chaque supernoeud devrait exécuter une instruction Flush Cache avant de signaler sa terminaison, tandis
que le mécanisme matériel de SPUR? nous permet d’ignorer totalement le probleme. Enfin, la documen-
tation que nous avons obtenue sur I'TBM 3090/400 VF ne nous permet pas de savoir comment deux pro-
cessus peuvent communiquer via la mémoire globale et donc si des probléemes de cohérence peuvent ou
non se poser. Il faudra attendre I’arrivée d’autres architectures & caches locaux pour voir quelles seront les
solutions proposées au probleme de cohérence. Il nous semble raisonnable de dire que NOUS Saurons

assurer la cohérence a la compilation quelles que soient les primitives de gestion de cache proposées.

Taille

L’objectif est de garder dans le cache toutes les données qui sont utilisées plusieurs fois pendant
I'exécution d’un supernoeud. Le volume qu’il faut réserver pour une référence dépend de l'ordre dans
lequel les données vont étre accédées. Si tous les accés b une donnée qui sont dus & cette référence ont
lieu successivement, il suffit de réserver une case du cache pour la référence. Par contre, si ’ensemble des
données accédées est parcouru plusieurs fois par la référence au cours de ’exécution il va falloir garder
toutes les données référencées en cache. Il y a aussi des cas intermédiaires ot il faut garder une ligne ou

une colonne d’un tableau.

Dans le cas de la multiplication de matrice exécutée dans I'ordre IJK, pour laquelle nous obtien-

drions des supernoeuds ayant le code suivant:

DOI=1,N
DOJ=1M
DOK =1, P
A(LY) = ALJ) + BIK) * C(K,J)

Multiplication de matrice

il ne faut compter qu’une case dans le cache pour les deux références A(I,J). Le tableau C doit étre con-
tenu intégralement dans le cache car ’ensemble des données qui est référencé par C(K,J) est référencé
N fois: il faut associer & cette référence M X P cases. Enfin la référence B(LK) constitue un cas
intermédiaire puisque chaque colonne B(I,*) est parcourue M fois successivement. Il suffit donc de prévoir

P cases de cache! pour elle. Il n’y a pas dans cet exemple de références du genre D(I,JK) qui conduisent &

™0 faut tenir compte de la taille des blocs que gire le cache et du mode de rangement des tableaux. Les
€léments de B qui sont accéd és successivement ne sont pas contigus en mémoire (Fortran). La zone de stock-
age de B aurait donc une taille de 4 X P mots sur la machine SPUR et sur I'Alliant FX/8 qui ont des bloes de
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marquer D comme étant inutile 4 ranger en cache.

Comme on le voit informellement sur cet exemple, le calcul du volume 3 stocker dépend de
'ordonnancement des calculs & 'intérieur d’un supernoeud. De méme, le caractire cachable ou non d’une

variable varie selon les références et leurs environnements.

Ces évaluations supposent que le cache est parfaitement géré. En cas de défaut de cache, la
nouvelle adresse cachée remplace une adresse qui ne sera plus utilisée toutes les fois o c’est possible.
D’aprés W. Jalbyl0 , cette hypothdse semble acceptable méme pour des algorithmes de gestion de cache

aussi simples que celui qui est implémenté dans ’Alliant FX/8.

On suppose aussi que les concepteurs ont choisi une politique write-back et non une politique write-
through, c’est-a-dire que les écritures dans la mémoire n’ont lieu que quand il faut faire de la place dans
le cache et non quand le processeur exécute une écriture en mémoire. Ce type de cache est plus cotiteux i
implémenter, mais il charge beaucoup moins la mémoire. Dans le cas de la multiplication de matrice, le
nombre d’écritures de A(LJ) est divisé par P et Poptimisation consistant i stocker A(I,J) dans un registre
ou dans un scalaire devient méme inutile dans le cas de ’Alliant FX/8 car son cache est aussi rapide que

ses registres.

Le coilit de migration va étre égal au nombre de chargements et de déchargements du cache. Ce der-
nier nombre peut soit étre limité au nombre de données modifiées si le cache integre le drapeau
nécessaire, soit étre égal au nombre de chargements, soit enfin étre égal au volume du cache si

I'opération de flush est générale.

Si deux supernoeuds sont exécutés successivement sur le méme processeur, le second peut trouver
dans le cache des données qui le concernent sans avoir & en provoquer le chargement (héritage). Nous
faisons donc une hypothése pessimiste en considérant que le cache est vierge au début et 3 la fin d’une

tache.

Pour minimiser le cott de transfert, on choisit de contraindre la taille de 1’espace mémoire utilisé

par les supernoeuds par le volume du cache.

4.1.2. Cache global

La gestion d’un cache global est plus simple que celle des caches locaux puisqu’il n’y a plus de
probleme de cohérence entre plusieurs copies d’une méme donnée. La difficulté est simplement reportée
sur le matériel puisque le cache global doit avoir une bande passante satisfaisant les besoins de tous les

processeurs. C’est le choix qui a été fait sur I’Alliant FX-87 .

Ceci dit, les questions qui se posent ensuite sont strictement équivalentes que le cache soit global ou

local. Nous supposerons donc & nouveau que le cache est parfaitement géré et que toutes les données qui

32 octets.
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-doivent y résider pendant I’exécution d’un supernoeud peuvent v rester en permanence.
y P y P

Comme tous les supernoeuds complets ont les mémes besoins en mémoire et que les supernoeuds
partiels sont supposés beaucoup moins nombreux, le volume de cache disponible pour chacun d’eux est
égal au volume total divisé par le nombre de processeurs. Ce volume doit &tre pris en compte i la
génération de code. Il ne sera donc pas possible de s’adapter dynamiquement au nombre de processeurs

effectivement disponibles, qui peut varier soit & cause de pannes, soit i cause de la multiprogrammation.

L’effet d’héritage signalé en 4.1.1 est renforcé par un effet de partage puisque chaque supernoeud
peut profiter occasionnellement des données chargées par des supernoeuds exécutés auparavant ou
simultanément. Nous faisons donc¢ une hypothese pessimiste en considérant que le cache est vierge au

début et a la fin d’une tiche et que les parties de cache sont indépendantes.

4.1.3. Mémoires locales et mémoire globale (Cedar, Cray-2)

Le cas &tudié ici est celui ol chaque processeur peut accéder i volonté sa mémoire locale et la
mémoire globale. L’inconvénient par rapport aux caches se situe essentiellement 3 la génération de code

(cf. § 3.5 et § 3.6) puisqu'’il faut maintenant réserver des tableaux de copie et programmer les transferts.

Le choix des données & mettre en mémoire locale est équivalent au choix des données & conserver
en cache: la copie ne se justifie que si la donnée est utilisée plusieurs fois. Sinon, au lieu de marquer les
références correspondantes comme non-cachables, on se contente de les conserver telles quelles en

mémoire globale. Les autres références sont transformées en des références aux copies.

Les copies des données utilisées plusieurs fois & la suite doivent étre faites au bon moment pour
n'utiliser que le nombre minimum de cases mémoires. Le code de la multiplication de matrice devient

alors:
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C(1:P,1:M) = C(1:P,1:M)
DOI=1,N
B'(1:P) = B(L,1:P)
DOJ=1M
A'=0.
DOK=1P
A’ = A’ + B(K) * O(K,J)
ENDDO K
ALY) = A’
ENDDO J
ENDDO I

Multiplication de matrice sur une machine & mémoire locale

Les variables A’, B’ et C’ sont supposées étre en mémoire locale tandis que A, B et C sont en mémoire

globale.

Le colt des transferts dépend de leurs volumes et des facilités matérielles offertes par la machine.
Par exemple, I'unité vectorielle des processeurs du RP3 est capable d’effectuer des transferts mémoire 3
mémoire. Si les transferts doivent étre entitrement exécutés en Fortran, il faudra que les données soient

utilisées trés souvent ou bien que la mémoire globale soit trés lente par rapport 3 la mémoire locale.

La présence d’un opérateur spécialisé pose aussi le probleme du recouvrement des temps de calcul

et des temps de transfert, & I'intérieur d’un supernoeud et entre deux supernoeuds successifs.

4.1.4. Mémoires locales et transferts centralisés (multi-array-processor avec host)

La machine dispose toujours de mémoires locales et d’une mémoire globale mais les processeurs
élémentaires ne peuvent pas accéder la mémoire globale. Ils doivent demander I’exécution des transferts

4 un processeur spécialisé.

L’exemple de la multiplication de matrice ne change pas beaucoup a priori puisque toutes les
données sont réutilisées: il n’y a pas de références tridimensionnelles du genre D(I,J,K). Cependant, les
processeurs de transferts peuvent avoir un temps de start-up non négligeable qui conduirait & regrouper
les transferts. Cela ne changerait pas le volume de données transférées mais le volume de mémoire locale
nécessaire a 1’exécution d’un supernceud. En prenant comme contrainte la taille de cette mémoire, il fau-

drait donc réduire la taille des supernoeuds.
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C’(1:P,1:M) = C(1:P,1:M)
B’(1:N,1:P) = B(L:N,1:P)
DOI=1,N
DOJ=1M
A(L]) =o0.
DOK=1T
A(LJ) = A(LJ) + B(LK) * C'(K,J)

ENDDOK, J, I
A(1:N,1:M) = A’(1:N,1:M)

Multiplication de matrice sur une machine avec opérateurs de transfert

Le recouvrement des exécutions et des transferts est conditionné par la bande passante de la
mémoire locale et par les synchronisations possibles entre les deux types de processeurs. Il vaut mieux ne

pas avoir i passer par le systéme d’exploitation de la machine pour les effectuer. Ce recouvrement

nécessite aussi la réservation de buffers pour les transferts.

Si le recouvrement est possible, le cofit va intégrer un opérateur non linéaire MIN”. 11 va falloir
n’utiliser que la moitié de la mémoire locale, et ajouter au code d’un supernoeud le rangement des
résultats du supernoeud précédent et le préchargement des données du supernoeud suivant. Cette optim-

isation induit donc des contraintes sur 'ordonnancement global et le mapping supernoeud-processeur.

4.1.5. Mémoires locales et communications par messages

Nous avons laissé de c6té ce type d’architecture pour ne pas avoir a étudier le probleéme de
l'affectation des supernoeuds i des processeurs et le probleme de la répartition de la mé&moire globale sur
les mémoires locales. Cependant, le partitionnement que nous proposons reste une étape nécessaire dans
Padaptation de boucles imbriquées sur une telle machine. Il est donc intéressant de voir comment les

choses se passeraient.

Comme dans le cas précédent (§ 4.1.4), les données doivent toutes étre disponibles en mémoire
locale. Rien ne change en ce qui concerne le recouvrement des transferts et des calculs mais le coiit n'est
plus une fonction affine du volume. Il dépend aussi des positions de I’é metteur et du récepteur, qui peu-
vent méme étre confondus si la partie de mémoire globale qu’on cherche & accéder se trouve justement

sur le processeur qui en a besoin.
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4.1.8. Mémoire virtuelle

La mémoire virtuelle sort un peu du cadre de travail que nous avons choisi mais ’amélioration de

localité qu’apporte le partitionnement doit aussi lui étre favorable.

L’évaluation des colts de transfert me peut plus se faire & partir du volume des données
référencées. Il faut prendre en compte la notion de page et le mode de rangement des tableaux multidi-
mensionnels. L’ordonnancement des calculs i l'intérieur d’un supernoeud va non seulement influer sur le
scénario (pattern) des accts b une méme cellule mémoire mais aussi sur le scénario d’acces i des cellules

se trouvant dans la méme page.

D’autre part, le prix d’un défaut de page est si élevé qu’on peut se demander s’il faut encore faire
passer la vectorisation ou la parallélisation avant I’optimisation des transferts. Dans ce cas, il faudrait

commencer par repartir du travail d’Abu-Sufah! .

Cependant, le partitionnement nous permet d’ajuster le volume de données nécessaire en mémoire
locale. 1l ne s’agit donc plus de rechercher la courbe du nombre de transferts (i.e. défauts de page) en
fonction de la taille de la mémoire réelle disponible mais la relation qui existe entre le nombre de

transferts et ’ordonnancement des calculs d’un supernoeud.

Comme dans le cas des caches, il faut faire la méme hypothése de perfection pour I’algorithme de

remplacement de pages. Aucune page encore utile n’est déchargée s'il existe une page inutile.
g

Enfin, il faut remarquer que les caches gérés par bloc posent un probléme similaire & celui des pages
de la mémoire virtuelle. Dans les deux cas, il faut essayer de parcourir I’espace d’adressage avec un pas de

1.

4.1.7. Conclusion

Quelle que soit I'architecture de la machine, nous avons fait les hypotheses nécessaires en 1.2.3 pour
que le colit des transferts soit uniquement fonction du volume transféré et qu’il ne dépende pas de la
localisation du processus demandeur ou de la mémoire qui contient les données. Dans la mesure ol il n’y

a pas recouvrement entre les calculs et les transferts, ce cofit est une simple somme de fonctions affines.

A ce colit s’ajoute la contrainte que le volume des données wivantes soit conservé inférieur au
volume du niveau mémoire le plus rapide. Cette contrainte est nécessaire pour toutes les architectures.
Elle permet de garantir que chaque donnée n’est transférée qu’une fois et donc que le volume transféré
pour une référence est égal au volume référencé et qu’il est donc indépendant de ’ordonnancement. Ce

volume dépend par contre du partitionnement.

La contribution au volume de stockage qu’apporte chaque référence ou famille de références est
sensible & la fois & D’architecture de la machine, & ’ordonnancement des noeuds & 'intérieur d’un super-

noeud et au partitionnement.
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Il en est de méme des instants auxquels les transferts doivent étre exécutés. Ils dépendent aussi

bien de I’ordonnancement choisi que de ’architecture de la machine.
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4.2. Evaluation des volumes référencés. Optimisation de P.

L’évaluation du volume référencé se fait par référence ou par famille de références. Rappelons que
deux références appartiennent & la méme famille si elles ont des vecteurs d’autodépendance égaux (cf §
3.5.2). Ce sont les vecteurs d’autodépendance qui traduisent la réutilisation d’une donnée. Nous suppo-

sons que les formes linéaires d’acces @; sont libres et réduites par leurs PGCDs.

La notion de région!* n’est pas utilisée parce que les appels de sous-programmes ont été exclus,
parce que les bornes des boucles ne contiennent pas de constantes symboliques et parce que nous ne tenons

pas compte des tests présents dans le corps de boucle. Dans ces conditions, les régions n’apportent rien

par rapport aux simples références.

Méme les tests linéaires sur les indices de boucle ne peuvent pas étre pris en compte car les
évaluations doivent étre indépendantes de la position du supernoeud dans le domaine d’itération. Enfin,

on n’essaie pas de prendre le maximum sur chacun des chemins du graphe de contréle ou d’exploiter les
EQUIVALENCES.

En conséquence, ’évaluation du volume se fait en ajoutant les volumes partiels relatifs & chaque
famille de références. Certaines familles sont réduites 3 un élément, mais dans tous les cas les familles

sont représentées par leurs vecteurs d’autodépendance.

Le calcul du volume n’est pas facile, surtout si on veut obtenir une expression symbolique utilisable

pour l'optimisation en forme (P) et en taille (). Dans ce paragraphe § 4.2, le partitionnement est effectué

avec la matrice AN P et det (P )=1.

Les dimensions du probléme interviennent aussi. C’est pourquoi, apres avoir présenté les différentes
solutions envisagées, nous précisons globalement les contraintes d’applications qu’elles supposent et les

résultats qu’elles apportent dans une dernitre partie.

4.2.1. Calcul direct du volume relatif & une référence

Si le systeme formé par les formes linéaires d’acces @; est libre et de dimension N, ce qui signifie
aussi que la référence considérée ne présente pas d’autodépendance ou encore que les données ne sont
jamais réutilisées, chaque itération de la référence va accéder un élément différent. Le nombre
d’éléments référencés est donc le nombre d’itérations, i.e. le volume du supernoeud qui vaut AV par
définition si les boucles originelles sont normalisées. Pour répondre & ce critére, le tableau référencé doit
étre de dimension au moins égale 4 N. Aucune optimisation n’est possible avec cache ou mémoire locale
a moins que les transferts puissent étre effectués simultanément avec les calculs ou qu’il existe une famille

comptant plusieurs références au méme tableau.

Dans le cas contraire, quand le systéme formé par les formes linéaires d’accés est de rang inférieur

-

a N, on forme un systéme d’égalités et d’inégalités linéaires & partir de la définition d’un supernoeud
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formé par une matrice de partitionnement AN P :

{

0=<p <X

et des égalités définissant les indices de la référence & des constantes de translation pres (le volume est

indépendant des translations):
-
J

¢ = < a;

I reste alors & calculer le volume du polytdre ® défini par les ¢, . Ce polytdre est caractérisé par un
systeme d’inégalités obtenu par élimination des variables auxiliaires p; au moyen d’une projection.
L’intégration est valable car les @ sont libres et la densité est bien de 1 car les @, ont été réduits 3 des

coefficients premiers entre eux par division par leurs PGCDs.

V= [ d¢dgy-- d¢,

¢

Afin de montrer qu’il n’y a pas de solution simple, un exemple de volume V (de dimension 2!) est

représenté sur la figure 4.2.1.a pour la référence
A(2*14-3*%J4*K -T+4*J+5*K)

et pour le partitionnement défini par

1 -2 1
AP =111 1 A=3
11 -2

Si le partitionnement P et donc les p; étaient supposés numériquement connus, on pourrait appli-
quer une procédure générale d’intégration, procédant par décomposition du polyédre en systémes tri-
angulaires disjoints que l’on sait intégrer. La décomposition pourrait s’effectuer avec la procédure décrite
par Kuhn!l (cf. § 3.3.1.4) s’il est possible de la transposer en calcul symbolique. Sinon, il ne sera pas pos-

sible d’optimiser P et A.

Cas particulier des références monodimensionnelles

Le probléme de l'intégration disparait en dimension 1 et l’on a:
V=¢'max"¢min=>‘ Z Iaﬁl
i

Un exemple est donné sur la figure 4.2.1.b pour la référence A(I) et pour le partitionnement défini par
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Eléments accédés de A

- Figure 4.2.1.a -

2 -3 _ [2/\/7 -3/V7T

)‘Pﬁ[1 2 V7 2/\/?] »=V7 a”[(li]

Le volume référencé, calculé avec ’approximation continue, est donc:

V =V7(2/VT+3/VT)=5
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Cette valeur differe de celle, 4, qu’on voit sur la figure 4.2.1.b mais le lecteur peut s'assurer que le

coeflicient de 5/\/7 est bon en doublant la valeur de A et en vérifiant sur la figure que le nouveau volume
est de 9.

Volume référencé par A(I)

- Figure 4.2.1.b -

4.2.2. Calcul dual du volume relatif & une référence

On se limite au cas ol la référence est de dimension N -1 et ol elle ne génére done qu’un seul vec-

teur d’autodépendance noté 4. Il s’agit done de projeter un supernoeud sur un hyperplan.

Chaque noeud appartenant & une droite de direction d réfere par définition de d le méme élément
de tableau. Dans cette section 4.2.2, nous allons prendre d tel que | @ | = 1, quoique I’autodépendance
définisse des vecteurs & coefficients entiers. Le nombre d’éléments différents référencés par le supernoeud
va donc étre égal au flux passant 3 travers ses faces d’entrées ou ses faces de sorties (2 un signe prés),
moyennant une approximation continue au voisinage des sommets et des arétes du supernoeud. En effet,
certaines droites qui traversent le supernoeud & sa périphérie peuvent avoir une intersection entiere vide

avec lui, comme c’est le cas sur la figure 4.2.2.a.
td

On y voit deux matérialisations du vecteur d’autodépendance généré par la référence A(I+4*J) qui

traversent un supernoeud défini par
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Influence des grands vecteurs d

- Figure 4.2,2.a -

sans permettre la moindre réutilisation de données.

L’approximation que nous faisons conduit & ne calculer que le terme de degré N -1 du polynéme en
A donnant le volume et n’est valable que pour des valeurs sullisamment grandes de ). Heureusement, les
références usuelles génerent des vecteurs d’autodépendance dont la norme vaut 1 ou, au pire, 2. Les

références du type de celle qui a été donnée pour la figure 4.2.1.a:
A(2¥[43* J-4*K ,~I+4*J+5*K)
et qui génére un vecteur d’autodépendance de norme 33.436 ne sont pas courantes!

Z=[E(ls] | & P =1118

11

Nous allons maintenant effectuer les calculs pour un supernoeud élé mentaire en prenant A = 1.

Les faces du supernoeud sont repérées par les vecteurs k; de la base H, duale de P . Considérons la

face i et le vecteur & = v k; tel que Ji'] = 1. Le flux par unité de surface est
K d

La surface de la face i est égale au volume obtenu en la développant selon sa normale sur une
longueur de 1. Ce volume est celui de la maille unité de la base P; qui est déduite de la base P en

remplagant 7; par h. Cette transformation donne une base car h; est libre par rapport aux g; pour
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ou &;; est I'indice de Kronecker.
L’égalité surface volume est due au fait que la hauteur du volume défini par P; est de 1.

Mais le volume généré par la base P peut aussi étre calculé i partir de la surface définie par les

vecteurs p; de P; et de la hauteur correspondante:

—

det (P) = det(P;) X 7: h

I
—

Le flux & travers la face i est donc (2 un signe pres):

é; =def(4p)h—ﬂ=h—§
p: h P h

Comme h = v h; et que k; p; =1 par définition de P et de H, le flux & travers la face ¢ est:
¢ =hd

Le flux total & travers un supernoeud, pour un \ quelconque, est donc:

N
6= KT =V

i=1

Ce résultat va étre utilisé pour calculer & nouveau le volume référencé dans I’exemple 4.2.1.b. qui

est caractérisé par:

—1t 2f\/7_1/\/f - \/-
ser (58] () 1) #er s

On en déduit:

V=\/7(%+%)=5

ce qui donne bien le méme résultat qu’avec la méthode 4.2.1.

I serait tentant d’appliquer la méthode duale au cas 4.2.1.a qui est de dimension 3, mais le vecteur
d’autodépendance est si long que le supernoeud choisi est systématiquement traversé. Le volume du
supernoeud est donné par det (P) et il vaut 9. Le volume référencé réel vaut aussi 9 et il est bien plus

fort que le volume qu’on pourrait calculer:

1/3 -1/3 © 0 e
H'=11/3 1/3 1/3 Ty = [1] x=y3 &= [—6]
/3 0 -1/3
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ce qui donnerait:

36 25 17 26
V =3 + + =3 =2
(3\/1118 31118 31118 ) V1118 e

Le coefficient de 26/v1118 est difficile & vérifier manuellement mais il est clairement faux pour de petites

valeurs de A comme /3.

Dans le cas ot l’autodépendance d appartient au céne de dépendance (Vi h; d > 0 par

définition de H ), les valeurs absolues sont inutiles:
V=9¢=2\"11,7

et pour plusieurs familles de références dont les autodépendances vérifient la condition précédente, on

peut profiter de I’additivité des volumes

ol 3;. est la somme de toutes les autodépendances considérées. Géom étriquement, la minimisation de V
revient 3 itérer orthogonalement aux diffusions de données, c’est-a-dire & utiliser complitement les

données disponibles avant de passer aux suivantes.

Comme on n’obtient que le terme de plus haut degré & cause de ’approximation continue, le

résultat reste vrai pour les familles de références.

Enfin, 'obtention d’un résultat analytique fonction de la forme du supernoeud par le biais de Ty
permet d’envisager une optimisation de forme dans le cas ol toutes les autodépendances tombent dans le
céne de dépendance. Cette optimisation est non négligeable bien qu’il semble & premiere vue qu’elle ne
concerne que le terme de degré N-1' alors que les caleuls, et, éventuellement, d’autres références

génerent des termes de degré N . Mais il faut se méfier de la valeur du coefficient ay_q.

Considérons les deux supernoeuds s, et s de la figure 4.2.2.b qui ont tous les deux une épaisseur de
1 ainsi que les deux familles de supernoeuds qui ont des allures similaires. Ces familles sont définies par les

matrices suivantes:

VK 0 1/VK o I/VK 0 VK 0
Pi=lo yvr 1=l o wr =1 o vE) #:=| o ¥

Le coefficient X vaut VK . K est la longueur du supernoeud et vaut 6 sur la figure 4.2.2.b. Pour une

référence A(I), on obtient:

Vi=\Tg d =VK xVK =\
Vo=X\Tp,d =0

TCrest 1a constitution des supernoeuds et l’hypothése}\nf:le lecf\lrmi unique de chaque donnée qui permet déja de
faire passer le colit relatif & ce type de référence de A" a AV,
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Dans le cas 1, le nombre d’éléments référencés reste bien proportionnel au volume, comme on s’y attend
intuitivement, car la suite de supernoeuds considérée ne correspond pas & une simple augmentation de ).
Dans le deuxitme cas, le nombre d’éléments référencés est constant. La constante 1 n’est pas trouvée

puisqu’on ne calcule que le coeflicient du terme en \.

P Q o [+] o o [}
s2

b [=] [=] [ ] o (=] [+]
[+] o [ ] o o [+]
S o—eslo
o o [ ] (=] [+] [+]
[+] [+] [ ] o o [+

>

I

Variations du coefficient T, 4

- Figure 4.2.2,b -

Ces supernoeuds tres allongés sont typiques des partitionnements qu’il faut effectuer pour obtenir
une exécution vectorielle sur une machine & registres. On peut en effet assimiler le supernoeud au registre
vectoriel. Le résultat précédent montre qu'il ne pourra pas y avoir réutilisation de données selon les

autod épendances.

4.2.3. Calcul exact du volume d'une copie par exces avec acces linéaire

Quand les transferts sont programmés, il peut arriver qu’on soit obligé de transférer des données
inutiles (cf. § 3.5.3 et § 3.6.3). Il suflit alors de reprendre la procédure de calcul de volume mais au lieu
d’essayer d’intégrer le systeme définissant les ¢y, on le projette sur chaque ¢ pour obtenir un Min et un

Max sur cette dimension k& de la copie du tableau référencé.

La projection d’un systeéme peut étre ellectuée par une procédure d’élimination de variables bien
connue® mais coliteuse. Dans le cas d’un systéme aussi simple que celui qui exprime ’appartenance  un
supernoeud et en considérant les ¢, comme des fonctions de colits linéaires et donc convexes, il suflit
d’évaluer les ¢; en chaque sommet du supernoeud ct de sélectionner les Min et les Maz puis de faire la

différence.
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Pour chaque ¢ , ’accroissement est linéaire et le coefficient est:

 —
E | @ 7 |
i
comme on peut le voir en raisonnant par récurrence i partir des noeuds correspondant au Min et au

Maz pour X et en évaluant les accroissements pour A-+1. Le coeflicient de plus haut degré pour le volume

est donec:
II ¥ la 7|
E i

Dans le cas ol la référence est de dimension 1 et ou’il n’y a done qu'un &, , 'approximation du
volume (et non seulement du volume approché) est trés bonne, puisqu’on ne perd que le terme de degré 0
qui correspond aux variations de densité dues aux bords du supernceud. Ce terme dépend de la norme de
Pautodépendance et il est faible pour les autodépendances usuelles car leurs normes sont petites. Ce terme
dépend aussi de la forme du noeud, il est d’autant plus faible que le noeud s’approche de la sphere, i.e.

que le rapport surface sur volume est plus faible.

Toujours dans le cas de dimension 1, il est possible d’optimiser la forme pour une référence (plus

généralement pour une autodépendance) en choissant des 7; aussi orthogonaux que possible & @.

4.2.4. Calcul direct du volume d’une copie d'une famille de références

Pour une famille de références, il suffit de choisir une référence particulitére et de calculer les
autodépendances par rapport a elle puis de compliquer le balayage des sommets prévu dans la procédure

pour région élémentaire, d’un balayage des vecteurs de dépendances pour chaque sommet.

Mais comme les dépendances sont constantes, le terme de plus haut degré du volume n’est pas

modifié et reste:
IS 1]
7 i

Les autres coeflicients nécessaires peuvent étre dérivés  partir de plusieurs points d’évaluation en

Xo s Ao 41, ete.e.

4.2.5. Calcul de volume par simulation

La simulation de I'exécution d’un supernoeud permet d’obtenir des résultats tres précis & un cofit
élevé quand aucune autre méthode plus performante n’est connue. La forme du supernoeud doit étre con-
nue et on ne peut pas obtenir de résultats symboliques en P. Elle ne permet donc pas d’optimiser la

forme des supernoeuds mais seulement le facteur d’échelle ).
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L’expression symbolique en \ est dérivée de K +1 essais car on connait a priori le degré K du
polyndme résultat. Le choix des \, ,\, +1,...\, + K correspondant & chaque point de mesure est guidé par

le plus grand vecteur d’autodépendance.

En effet, tant que les supernoeuds sont petits par rapport aux vecteurs d’autodépendance, aucune
autodépendance n’est matérialisée & l'intérieur d’un supernoeud (cf. figure 4.2.2.a) et les volumes
croissent initialement en AV ou N est la dimension de Pespace d’itération. Apparemment, il suffit qu’il
existe un vecteur de dépendance appartenant au supernoeud pour que sa taille puisse étre prise comme
X, - Avec les autodépendances classiques, un A, de 2 3 4 suffit, ce qui permet d’envisager 1’utilisation
d’une méthode aussi cofiteuse. Attention cependant aux références linéaires du type 1000*I+-J, qui peu-

vent étre produites par une optimisation.

Le résultat n’est valide que pour A > X\, . Une telle contrainte est valable pour les autres méthodes
car elles font I’hypothese d’une densité constante et négligent les phénomemes d’arétes et de sommets.

De toute fagon, il n’existe pas de solution polynomiale sur N en général.
g
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4.2.6. Récapitulatif des résultats obtenus.

L’ensemble des problémes, des situations et des solutions proposées et leurs relations sont rappelés
dans la figure 4.2.6 ol quelques blancs et points d’interrogation subsistent encore!. Mais ils disparaissent

déja si on limite la dimension du probleme & 3. Il n’y a donc pas de probléme en dimension 2.

dimension dimension dimension | nature de calcul du calcul du caleul exact du
de l'espace des réelle la volume volume volume
d'itération | autodépendances | du tableau région asymptotique asymptotique d’'une copie
optimisation P en f(\) par excds
en f(\)
simple D § X projection
N 0 N
union ? simu projection
simple dual dual projection
N 1 N-1
union dual dual projection
simple ? simu projection
N P N-P
union ? simu projection
simple direct direct projection
N N-1 1
union direct direct projection
simple X 1 1
N N 0
union X X X

Syntheése des résultats obtenus pour les calculs de volumes

- Figure 4.2.6 -

1Les cases contenant un X correspondent & des problemes sans objet.
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4.3. Volume de stockage

Le détermination du volume de stockage seffectue & P fixé et permet de déterminer le facteur
d’échelle ) en fonction de la taille de la mémoire rapide. Ce calcul peut étre évité quand 1’architecture de
la machine conduit 3 exécuter tous les transferts avant le début des calculs ou & la fin des calculs des

supernoeuds car le volume de stockage est alors identique au volume transféré.

Mais quand la machine dispose d’un cache ou d’une mémoire locale qu’elle peut charger ou
décharger a volonté, le volume de stockage peut étre inférieur au volume transféré. Le prendre égal & ce
dernier est une solution pessimiste de repli qui permet d’éviter un probleme supplémentaire et qui nous
semble convenir dans le cas *mémoire locale” pour lequel nous avons prévu au chapitre 3 de générer glo-
balement les transferts.

»

Néanmoins, les architectures & base de cache et ’éventuelle application manuelle de notre méthode
de partitionnement nous poussent 3 aborder ce nouveau probleme que nous avons informellement traité

dans le cas de la multiplication de matrice aux paragraphes 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3.

4.3.1. Cas de la dimension 2

Comme nous I’avons vu en 4.2, le cas des espaces de dimension 2 est beaucoup plus facile 3 traiter
que le cas général car il n’y a qu’un type de tableau intéressant, le tableau monodimensionnel. Les
scalaires (dimension 0) prennent une case dans le cache. Les tableaux bidimensionnels ne devraient en

prendre aucune puisqu’aucune valeur n’est réutilisée.

Les acces & un tableau monodimensionnel sont caractérisés par une seule forme linéaire @ qui ne
géntre qu’'une seule autodépendance d, qui est orthogonale a @. Le volume de cache nécessaire dépend
directement de l’ordonnancement des calculs: si toutes les utilisations d’un élément du tableau ont lieu
consécutivement, il suffit d’une position dans le cache. L’ordonnancement est défini par un vecteur b et le

cas limite que nous venons d’évoquer est défini par:

=1}

=l
Il
=

. sy - = = . - Iy
Si deux noeuds de vecteurs d’itération j; et jo accédent le méme él&ment, alors:

On en déduit que h j; = h J, et donc que les deux noeuds sont exécutés en paralléle.

L’autre cas extréme revient & prendre h = y d et donc & ne jamais exploiter d’autodé pendance au

f1s -
sein d’une itération. En effet, si le méme élément est accédé en j; et en Jo:

—.->1:—.>2+ UE
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et donc:
B, =hG+w|EP

. . o+ - . #
Comme p et v sont non nuls, ainsi que h, n; et n, ne peuvent pas s’exécuter simultanément. Donc deux
noeuds qui s’exécutent simultanément ne peuvent accéder que des éléments différents. Par contre, deux
itérations successives utilisent les mémes éléments, & 1’effet des frontitres de supernoeud pres. Si de plus

b = Ty, litération qui aura besoin du plus grand nombre d’éléments va accéder I’ensemble du volume

référencé, qui a été calculé en 4.2:
V=2Xhd

Il reste & traiter le cas général. En appelant W un vecteur orthogonal & h qui contient ’ensemble

des noeuds relatifs & une itération, le volume de stockage s’exprime sous la forme:
V=wa

Les valeurs extrémes possibles de W sont de la forme A\(B; + v Ps) ou de la forme X(D2 + p Ti) ol B; et T,
sont les deux vecteurs de partitionnement et oh v et u appartiennent & lintervalle [-1,1] comme on peut

le voir sur la figure 4.3.1.a. En effet, il existe toujours une itération de taille maximale passant par un des

quatre sommets du supernoeud.

Il faut d’abord chercher, parmi les @ possibles, un vecteur W orthogonal A la direction d’itération
locale B, qui aura peut-étre été fixée de manidre & avoir des instructions vectorielles. Il y aura soit une

solution en u soit une solution en v vérifiant 'appartenance & Pintervalle [-1,1] puisque P est une base et

que p = vl

En prenant X = 1, ¢ = W @ est le coefficient qui donne le volume en fonction de ).

Prenons les exemples de la figure 4.3.1.b o le partitionnement est défini par:

V2 V2 V2 V2
2 2 2 2
= _ (1 I ] . “ _
i=(o) a=(1) P=| 5 vz| H-| & Y
T2 2 8 2
et les ordonnancements par les ¢ing vecteurs:
A A A
= 1 5 5 fors V2 — NG — 0
hlz[o] By \{_ hs =17 he=1 " 5=[1]
V5 V2 V5

En prenant la premitre forme de W, on obtient:

L V2 1
W=51+VP2=*'2— [i:i_l
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Fh=v+1=0 => wl_[\%] => =W d=
WHQ-3V"|'1--0 == W2=—'\g§—[_12] => 02=W«23=g
5 N R w3=£(—1] - cs_|w33|=f2._
2 2
V2 (2 2v2
i‘h4=3v—1= == W‘i:T[_l] =2> 04=W4 =""3—
Fhi=v-1=0 => #,=V3(}) => e=wa=12

Les cing ordonnancements différents sont représentés en figure 4.3.1.b pour un supernoeud de fac-
teur d’échelle A = 4v/2. Les résultats discrets obtenus pour plusieurs valeurs de X\ (colonnes de gauche)
ainsi que les volumes qu’on peut dériver des ordonnancements en faisant une approximation continue

(colonnes de droite) sont donnés dans la table suivante ot V, signifie volume de stockage et V,, volume

transféré. Les coefficients sont rappelés a la dernitre ligne.

A | \'A ¥
I_:l’l HZ -H3 H& H-S
{)
s e | B | 2| 2 | 5 [m
3 2 3

V2 |1 o 1|23 |1|1]|1]|43 |1]|2]1
2v2 (1|0 |2|4/3 [2]|2|3|83 |3 |4] 3
3v2 |1 |0 2| 3 |3 |3 [|3]| 4 5 (6|5
42 |1 |0 3|83 |4|4|5]|16/3|7 |8 |7
52 |1 |0 |4 |10/3 |5 (5|7 |2/3]|9|10]09
6v2 |1 |0 |4 | 4 |6 |6 |7 | 8 |11 |12]|11
W2 1|0 |5 |14/3 [7 |7 |9 [28/3 |13 |14] 13

Les volumes qu’on peut prédire en effectuant 1’approximation continue et en utilisant les coefficients ¢

que nous avons calculés auparavant ne s’écartent jamais des valeurs discrétes de plus de 1.

Nous allons effectuer ces calculs sur I’exemple de la figure 4.3.1.c pour une référence et un parti-

tionnement moins réguliers. Soit la référence:
T(2*1+J)

et le partitionnement:
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Recherche des fronts extrémes

- Figure 4.3.1.a -
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Variations du volume du cache en fonction de I'ordonnancement

- Figure 4.3.1.b -
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et I’ordonnancement par le vecteur:

On recherche un # orthogonal i h:

2v6
Comme v n’est pas valide, il faut prendre la formule 3 base de B avee p = 1/v = -1/4:
..
V== o (43)=| 0
%
Cela donne:
V=J\Ndad=2 ﬁ A

Pour A = 26, V = 8 ce qui correspond au résultat qu’on obtient graphiquement sur la figure 4.3.1.c.

Optimisation de la direction d’itération locale

La recherche de la meilleure direction d’itération dans un supernoeud va donc consister & minimiser

Vi et V;, en respectant les contraintes sur y et v

Les valeurs de v ou de p permettent de déduire ¥ et donc la direction d’itération b optimale pour cette
référence. Encore faut-il vérifier qu’elle satisfait les dépendances, & moins qu’on ne préfére ajouter une
contrainte sur g et v, contrainte dérivée du fait que h doit étre une combinaison lin éaire positive des vec-

teurs de la base H.

Les formules données jusqu’ici ne concernent que le terme de plus haut degré du volume. Voyons ce

que cela donne sur I’exemple suivant:
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I Y

Calcul d’un volume de cache

- Figure 4.3.1.c -

DOI=..
DO J=..
A ...

pour lequel on a choisi une matrice de partitionnement P qui vaut:

NG
R
P=1
2‘)

La minimisation en g et v donne y == v = 1:



ce qui conduit bien &

comme nous I’avons vu précédemment. L ’optimisation est simple si & ou & est une direction d’itération
- - T T - A - F -
autorisée. Sinon, h; ou hy doit étre solution. Ils donnent généralement des ordonnancements séquentiels

car les Hi ne vérifient que Hi Hk > 0 et non b; a'k > 0.

4.3.2. Cas des expressions d’index mono-indicées

La recherche du volume de cache nécessaire pour effectuer le produit de matrice est

particulierement simple parce que les expressions d’indices des tableaux ne contienment qu’un indice de

boucle.

Un compilateur optimiseur ferait remonter automatiquement les parties de calcul d’adresse qui sont
constantes dans les boucles et puis déciderait d’utiliser un registre pour stocker A(LJ). Intuitivement
I'idée consiste & regarder quelles expressions d’indices sont modifiées par la boucle englobante. Elle est

développée au paragraphe 8.7.

4.3.3. Cas général: simulation

La méthode de simulation qui a été décrite en 4.2.5 peut étre adaptée au cas du calcul du volume
de stockage. Il suffit de stocker pour chaque élément le numéro de la premitre et de la dernitre itération

qui y acctde puis de chercher I’itération pendant laquelle le plus grand nombre d’éléments sont vivants.

Apres quelques essais sur de petites valeurs de ), il sera possible de dériver le polynéme donnant le

volume de stockage.

Une fois de plus ce type de méthode ne permet pas d’effectuer d’optimisation puisqu’il implique que
la direction d’itération h soit prédéterminée. La simulation ne peut éventuellement servir qu’a la
génération de code pour déterminer précisemment la taille d’un tableau de copie ou le volume de cache

en fonction de \.
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4.4. Ordonnancement des transferts par rapport aux calculs

Si tous les transferts ont lieu au début et & la fin et si le volume stocké est égal au volume

transféré, le probleme de ’ordonnancement des transferts par rapport au calcul ne se pose pas.

Il ne se pose pas non plus quand les transferts sont exécutés automatiquement par le matériel

comme c’est le cas avec les caches et la mémoire virtuelle.

Le probleme ne subsiste donc que pour les architectures 3 mémoire locale et globale, ol les pro-
cesseurs élémentaires peuvent accéder a la mémoire globale et effectuer des transferts de petite taille sans

avoir & payer un important overhead de lancement. Une des configurations de RP32 et le projet CEDARS

répondent & ces criteres.

Nous n’avons pas trouvé de solution algorithmique permettant de générer le code automatiquement
et nous nous sommes contenté de bloquer les transferts en début et en fin d’exécution pour générer le

code partitionné au chapitre 3. Le probléme reste ouvert.

Des expériences seraient nécessaires pour en mesurer I'intérét: si 1’exécution groupée des transferts
conduit & une taille de tiche au voisinage de laquelle le temps d’exécution n’est que peu sensible 3 ce

parametre, le probleme disparait.

4.5. Exemple

Nous allons illustrer les résultats obtenus dans ce chapitre sur le petit exemple suivant;

DOI =0, N-1
DO J =0, M-1
A(LJ) = B(I) + O(J)

Code initial

Sans prendre de précautions particulieres, ’exécution de ces boucles va nécessiter 3 X N X M acces 4 la

mémoire. En sortant le terme constant B(I) de la boucle interne sur J, on obtient une nouvelle version:



DO I=0, N-1
B’ = B(I)
DO J =0, M-1

A(LJ) =B’ + C(J)

Réduction du nombre des acces 4 la mémoire

qui ne nécessite plus que 2 X N X M + N acces. Si C(J) tient en mémoire locale, on tombe au volume
transféré minimum, le volume référencé, mais on viole ’hypothése selon laquelle les données ne tiennent
pas en mémoire locale. Cette hypothese est due au fait que la taille de la mémoire locale est fixée 3 la

construction tandis que les dimensions des tableaux varient avec les problemes.

En appliquant une technique de partitionnement avec des supernoeuds de cétés N1 et M1, paralltles

aux axes I et J (cf. figure 4.5), on obtient:

ML 0 3
Ty =

w= () %= () =y (o w \ = VBTN

21553

Pour les trois références, on a donc un volume de:
V=)\2-|—>\ |TH3B| + A |TH30|
V =M1 NI + N1 +M1

En minimisant d’abord les transferts & volume constant K = M1 N1, on trouve:

MxN
vK

Ml = NI = vK V=MXN +2

Il reste ensuite a calculer le volume de cache ou de mémoire locale nécessaire pour avoir des supernoeuds
de volume K, puis & en déduire les valeurs maximales possibles pour K en fonction de la taille du cache

ou de la mémoire locale.

Si on prenait en compte les possibilités d’heritage (cf. § 1.3.3) et si Pon réutilisait des données

chargées pour I’exécution du supernoeud précédent lors de exécution du noeud suivant, on obtiendrait:

v MN  NoMn o v=MN i xiuN

2vK 2vK
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Exemple de minimisation des transferts

- Figure 4.5 -

suivant que I’on découpe des bandes paralleéles & J ou L.



4.6. Conclusion

Moyennnant une hypothese simplificatrice dans I’évaluation du volume de stockage en mémoire
locale et dans l'organisation des transferts, nous sommes capable de générer du code automatiquement
(calcul de la taille des tableaux de copie, calcul du facteur d’échelle X & partir de la taille de la mémoire

locale).

La minimisation des transferts par un choix optimal de la matrice de partitionnement P est plus
délicate. Tout d’abord I'obtention de formules symboliques pour le volume transféré n’est pas toujours
possible. Ensuite, la multiplicité des références b lintérieur d’un corps de boucle peut réduire ces efforts
a néant. Il faudrait optimiser relativement 3 l’ensemble de ces références et non pour une référence
particuliere. Enfin, la matrice P est déja conditionnée par les dépendances et il faudrait ajouter cette

contrainte dans toute tentative d’optimisation.

De méme, le choix d’un bon ordonnancement & l’intérieur d’un supernoeud ne doit pas étre fait rela-
tivement & une seule référence comme nous ’avons fait en 4.3.1 mais & I’ensemble des références. Nos
résultats ne valent donc que si le corps de boucle ne contient qu’une seule famille de références. Les
ordonnancements sont conditionnés par les dépendances comme les partitionnements et toute optimisa-

tion devrait intégrer la contrainte qui en découle.

Finalement, le probleme de 'ordonnancement des transferts par rapport aux calculs a été laissé de
coté, faute de temps. Il n’est applicable qu’a un type d’architecture, encore peu répandu, et le gain qu’il

pourrait apporter sur le temps d’exécution n’est pas encore estimable.

Avant de poursuivre avec 1’évaluation du temps de calcul, nous allons récapituler brievement les

résultats obtenus dans ce chapitre.

4.8.1. Politique d’assignation

La politique choisie consiste 2 adapter la taille du supernceud a la hiérarchie mémoire pour obtenir
un nombre minimum de transferts et non & sélectionner précisément les tableaux qui doivent &tre copiés
suivant le nombre d’acces qui sont effectués vers chaque élément et suivant le cotit d’un transfert. On ne
se pose pas la question: combien faut-il d’acces rapides pour rentabiliser un transfert? En effet les acces

multiples dus & des familles de références non élémentaires comme:
A(LJ) = A(I,J+1) + A(L,J-1)

ne sont pas pris en compte car le gain maximum est 2. Les transferts sont effectués quand ils sont archi-
tecturalement nécessaires ou quand le gain potentiel est d’au moins une dimension et donc fonction non
constante du facteur d’échelle . Suivant le probléme et la taille de la mémoire rapide, des gains de 100,

1000 ou plus sont possibles.
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Ce choix permet aussi de calculer trés simplement le volume transféré.

Il faut cependant remarquer que les supernoeuds peuvent apporter quelque chose & la génération de
code vectoriel. La minimisation des acces relatifs 3 une famille de références est intéressante quand le
transfert est obligatoire comme c’est le cas avec les registres. Bien que nous ayons éliminé ce type de
mémoire rapide (cf. § 1.3.3), nous allons montrer sur un exemple que lutilisation d’une dépendance

comme direction de découpage et I’assimilation d’un registre vectoriel 3 un supernoeud conduit 2 un code

intéressant.

Le code:

DOI=1,L
DOJ=1M
A(LI) = A(LJ) + A(LI+1) + A(LJ-1)

Code initial

peut étre partitionné selon la dépendance d et sa direction parallele naturelle comme c’est fait dans la

figure 4.6.1 et devenir:

DOI=1,L,L1
DOJ=1M
A(L14L1-1,J) = A(LT4L1-1,J) + A(LI+L1-1,J4+1) + A(LI+L1-1,J-1)

Code partitionné

En prenant pour L1 la longueur des registres vectoriels, un générateur de code optimiseur pourra

n’effectuer qu’un chargement au lieu de trois par corps de boucle.

4.6.2. Expression du coitt de transfert

Le cofit de transfert relatif & un supernoeud est donné par un polynéme en ), de degré inférieur ou

égal a N, dont les coefficients dépendent des directions de partitionnement choisies (P).
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Partitionnement pour registres vectoriels

- Figure 4.6.1 -

Le coiit de transfert global, obtenu en multipliant le coiit précédent par le nombre de supernoeuds,
est un polynéme en 1/\ car le nombre de supernocuds varie comme AN. Dans les cas les plus
défavorables, quand une des références a la méme dimension que ’espace d’itération, le partitionnement
diminue seulement le terme constant de ce polynéme, ce qui n’est pas négligeable. Sinon, I’augmentation

progressive de X diminue le cofit relatif des transferts (\N"!) par rapport aux calculs (AN)

4.6.3. Expression de la contrainte sur la mémoire rapide

La contrainte sur la mémoire rapide est aussi donnée par un polyndme en X mais son degré max- .
imum dépend de ’architecture. Si toutes les données doivent résider simultanément en mémoire rapide
(cas des processeurs n’accédant pas la mémoire globale ou bien y accédant par blocs), son degré peut
atteindre N. Sinon, il sera limité 3 N-1 puisque les références de dimension N seront conservées en

mémoire globale,

4.6.4. Influence asymptotique de la taille de la mémoire rapide

Les deux résultats précédents peuvent étre combinés pour obtenir des résultats sur 'influence de la
taille de la mémoire rapide. Quand un programme est dominé par les calculs, c’est-a-dire quand le

volume des calculs 2 une dimension supérieure au volume des données référencées, la présence d’une
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mémoire locale permet d’augmenter la vitesse de I’unité arithmé tique sans augmenter la bande passante
de la mémoire. Kung!? a obtenu des résultats théoriques montrant les relations qui existaient entre la
taille de la mémoire locale et I'augmentation de puissance qu’elle permettait pour le produit et la triangu-

larisation de matrice, les calculs sur des grilles discrétes, la transformée de Fourier rapide et le tri.

Tant que toutes les données ne tiennent pas en mémoire locale, le degré du polyndéme donnant le
nombre d’échanges en fonction de la taille du probleme ne change pas, mais le coefficient du terme de
plus haut degré peut étre considérablement réduit. Soit C le volume de caleul total et Xo le facteur
d’échelle du supernoceud. Le volume de caleul dun supernoeud est C, = A\,N tandis que le volume
transféré est réduit & V, = A\,N"! quand aucun tableau n’a une dimension (réelle) supérieure 3 la dimen-
sion de l’espace de calcul N. Dans ces conditions, la saturation de la mémoire locale de volume K par le
supernoeud conduit & P'égalité K = A\,N"!. Le volume transféré total V est égal au nombre de super-

noeuds S = C/C, multiplié par le volume transféré par supernoeud V,:

C A C
V=G Ve T
¢ o K N-1

Dans le cas de la multiplication de matrice, N = 3 et les références sont de dimension 2 = N-1. On
retrouve un de résultats de Kung: la réduction de la bande passante mémoire nécessaire au produit de

matrice est proportionnelle & la racine carré de la taille de la mémoire locale.
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5. TEMPS DE CALCUL D’UN SUPERNOEUD

Comme nous venons d’étudier indépendamment le cofit du transfert des données de la mémoire la
plus lente & la mémoire la plus rapide, nous ferons I’hypothese que le temps de calcul va pouvoir étre

évalué en sachant ol se trouve chaque donnée.

En fait cette précision a une portée pratique limitée car le temps de calcul va dépendre plus de la
qualité du générateur de code et de son optimiseur que de la localisation des données. L’utilisation du
nombre d’opérations flottantes ne donne pas de résultats intéressants car les compilateurs s’accommodent
mieux d’expressions arithmétiques compliquées que de leur décomposition en une suite d’affectations
équivalentes ne nécessitant chacune qu’une seule opération. Le compilateur vectoriseur de Cray, CFT, a

méme été longtemps sensible aux parenthéses...

Le probleme de I’évaluation du temps d’exécution d’instructions de haut niveau n’est pas encore
maitrisé et nous allons nous contenter de distinguer les temps d’exécution obtenus avec des processeurs
scalaires ou des processeurs vectoriels efficaces sur les vecteurs courts (20 & 64 éléments) et les processeurs

vectoriels comme le Cyber 205 qui ne donnent leur pleine mesure que pour d’énormes vecteurs.

Nous nous restreignons au cas de la dimension 2 dans ce chapitre.
5.1. Influence de ’architecture du processeur élémentaire

5.1.1. Processeur élémentaire scalaire

Chaque noeud va étre exécuté dans le méme temps et, si l'on fait abstraction de I'overhead de
contréle, le temps total va donc étre proportionnel au nombre de noeuds, ¢’est-a-dire au volume du super-

noeud.

Le temps d’exécution ne va pas étre sensible & la forme du supernoeud puisque ’exécution d’un
noeud est indépendante de celle de ses voisins. Le seul effet que peut avoir la forme est de permettre
d’augmenter la taille des supernoeuds grace & une meilleure utilisation de la mémoire locale (cf. chapitre
4) et Pordonnancement peut permettre une meilleure utilisation des blocs de cache ou des pages d’une

mémoire virtuelle.

Le temps de calcul d’un supernoeud est donc de la forme oAV et il n’intervient pas directement
dans Poptimisation du partitionnement. Mais ce type de multiprocesseur est en voie de disparition car il
est plus facile d’ajouter des instructions vectorielles & un processeur que de faire un multiprocesseur et,

surtout, les machines vectorielles sont plus faciles & programmer que les machines paralléles.

Cependant, il est envisageable de construire des processeurs élémentaires permettant 3 deux instruc-
tions, ou plus, d’étre exécutées simultanément comme dans le CDC 6600. Ce parallélisme peut leur per-

mettre d’atteindre des vitesses similaires & celle des processeurs vectoriels sans en avoir la rigidité,
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moyennant une optimisation de I’ordonnancement des instructions. Le temps de caleul d’un supernoeud

sur une telle machine pourrait étre indépendant de sa forme et redonner de Iintérét au cas processeur

scalaire.

5.1.2. Processeur vectoriel a faible n, /2

Le coeflicient n/; a été introduit par Hockney et Jesshope! comme caractéristique complémentaire
de la puissance de pointe que donnent les constructeurs. Cette dernitre ne permet pas de prévoir la
maniére dont une machine vectorielle va se comporter sur un probleme donné. Le coefficient n 1/2 est la

longueur de vecteur pour laquelle la machine atteint la moitié de sa puissance de pointe.

Les machines qui ont des n 1/2 faibles comme 1’Alliant FX/8 ou les Cray en général sont capables de
traiter efficacement des vecteurs courts, ce qui nous intéresse puisque le partitionnement va conduire 2
des supernoeuds plus petits que le domaine d’itération initial et méme beaucoup plus petits quand on vou-

dra atténuer le probleme de Load Balancing au chapitre 6.

De plus, cette capacité a traiter les vecteurs courts permet d’envisager de traiter des vecteurs de
longueur variable comme on en trouvera dans les supernoeuds la plupart du temps. Il n’y a pas de raison
qu’un des c6tés ou qu’une des faces du supernoeud puisse étre exécuté en mode vectoriel. Dans I’exemple
de la barre proposé au chapitre 1, le partitionnement choisi en 1.2.5 donne des vecteurs de longueur crois-
sante puis décroissante puisque P’ordonnancement vectoriel naturel produit des vecteurs horizontaux
(figure 5.1.2).

Sous la condition qu’on choisisse un ordonnancement et une taille de supernoeud ne conduisant pas
a des vecteurs ridiculement courts, n’importe quel partitionnement va permettre une exécution vectorielle
du supernoeud & une vitesse trés proche de la vitesse de pointe. Le temps d’exécution d'un supernoeud
va encore étre proportionnel au volume, A\Y | mais la constante 3 est plus faible que la constante o du

paragraphe précédent car il faut prendre un temps d’exécution vectoriel pour chaque noeud.

En résumé, ce type de machine n’introduit pas de contrainte forte sur la taille de vecteurs, permet

d’avoir des vecteurs de longueur variable et donc accepte n’importe quelle forme de supernoeud?.

5.1.3. Processeur vectoriel & fort n

Ce type de machine nécessite de longs vecteurs pour opérer efficacement. Par exemple, le Cyber
205 de CDC est caractérisé par des nyj, de 'ordre de 100 contre 10 pour le Cray 1. Nous allons donc
devoir essayer de n’avoir & calculer que des vecteurs de longueur importante et cela ne sera possible qu’en

partitionnant le domaine d’itération de maniére & avoir des vecteurs de longueur constante pour éviter

"Nous n'avons malheureusement pas eu le temps de voir sur I'Alliant FX/8 si le gain qu'auraient apporté des
vecteurs de longueur fixe compensait la dégradation du load balancing qu’ils entrainaient. Ce type d'étude
nécessite plus d’expérimentations que nous n’avens pu en faire.
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Partitionnement & vecteurs de longueur variable

- Figure 5.1.2 -

les vecteurs courts qu’introduisent les partitionnements similaires 3 celui qui est représenté en figure
5.1.2. Seul un domaine d’itération gigantesque et des supernoeuds trés grands permettraient d’amortir le

coiit des vecteurs courts.

La mise en oeuvre de la méthode hyperplane va permettre de déterminer la direction d’itération
optimale a partir des vecteurs de dépendance. Chercher 3 maximiser la longueur des vecteurs revient &
en réduire le nombre ou & minimiser la norme du vecteur de direction d’itération en maintenant ses
coordonnées entitres, pour avoir un maximum de noeuds par unité de longueur du front d’onde. Un
probleme équivalent consiste & essayer de minimiser le temps d’exécution sur un multiprocesseur dispo-
sant d’un nombre infini de processeurs élémentaires. Kuhn 4 et Wolfe® ont proposé des solutions assez
simples pour la dimension 2 et Kuhn a montré que I’application itérative de la méthode 2-D pour

réordonnancer plus de 2 boucles imbriquées conduisait & la solution optimale dans le cas de programmes



réels bien que cela ne soit pas vrai dans le cas général. La technique de Wolfe, I’Index Set Shifting, a &té
présentée au chapitre 3. Les résultats de Kuhn sont discutés en § 8.1. Quand plusieurs directions vec-
torielles sont compatibles avec D, on peut effectuer le choix en étudiant le pas d’acces & la mémoire que

génerent les références et en prenant la direction qui maximise le nombre d’acces 3 pas de un.

La direction vectorielle ainsi obtenue va donc devoir se retrouver dans la matrice de partitionnement
P, dont il ne restera plus, en dimension 2, qu’un vecteur 3 déterminer au chapitre 6. Elle correspond &
une direction de partitionnement valide car une direction d’itération vérifie i de >0 ce qui implique

B d, >0(cf §23.2).

En résumé, ce type de machine contraint simultanément la forme des supernoeuds et leur taille
minimale (le facteur d’échelle )). Cela peut conduire avec notre méthode 3 une impossibilité si la
mémoire locale est trop petite. Mais, une fois de plus, le temps d’exécution reste proportionnel au volume
du supernoeud, avec un troisieme coefficient que nous ignorons autant que les précédents vu les

problémes que posent les générateurs de code.
5.2. Couts et contraintes

5.2.1. Coiits

Dans tous les cas, le cofit, c’est-a-dire le temps de calcul, est asymptotiquement proportionnel au
volume du supernoeud mais le coeflicient de proportionnalité varie avec ’architecture et le générateur de
code utilisé. Des termes de degré inférieur sont générés par les instructions de contrdle et,

éventuellement, par les vecteurs de longueur variable.

Il n’est pas possible de savoir a priori si ces termes de plus bas degré, négligeables asymptotique-
ment, peuvent étre ignorés dans la pratique. Cela dépend de la taille du corps de boucle, du rapport des
vitesses scalaire et vectorielle, et une fois de plus, du générateur de code: le coefficient du terme en \V-!

peut étre trés important.

5.2.2. Contraintes sur )\

Trois types de contraintes peuvent donc étre imposés & A par ’architecture de la machine. Tout
d’abord on veut étre sir d’avoir des vecteurs assez longs, ce qui donne des contraintes comme a) > 32
pour une machine ayant un n,/, = 8 et des vecteurs dont la longueur moyenne est égale i la moitié du

c6té d’un supernoeud.

Dans certaines machines, le matériel ne gére que des vecteurs de longueur inférieure 2 32 ou 64 et
c’est le logiciel qui est chargé de trongonner le vecteur réel en vecteurs élémentaires. Cette opération
entraine de l'overhead de contréle qu’il faut limiter en générant a priori des vecteurs de 32 ou 64

éléments. Cette deuxieme contrainte peut remplacer la précédente, sauf dans le cas des machines
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vectorielles sans registres (Cyber 205, ETA 10).

Enfin, on peut vouloir une grande valeur pour A pour garantir la validité de I’approximation du

temps de calcul par le terme de plus haut degré.

5.2.3. Contraintes sur la forme

Seules les machines a fort n,/, imposent a priori une contrainte sur la forme des supernoeuds. Cette

contrainte sur P induit une contrainte sur H et limite donc le nombre de vecteurs de direction
d’itération globale Ty . Certaines directions, qui permettaient d’avoir un degré de parallélisme égal pour
chaque front, ne sont plus possibles. C’est le cas avec I’exemple utilisé au paragraphe 1.2, comme on le

voit sur la figure 5.2.3 ol le degré de parallélisme varie de 1 3 3 suivant les fronts alors qu’il valait

toujours 3 sur la figure 5.1.2.
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Partitionnement a vecteurs de longueur constante

- Figure 5.2.3 -
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Notons que I'obtention de performances supervectorielles nécessite dans le cas de la figure 5.2.3 des
instructions de copie de registres vectoriels ou la désignation de plusieurs registres comme destinations
d’opérations, et la possibilité d’insérer un scalaire en début ou fin de registre vectoriel. Ceci ouvrirait la
voie a un partitionnement par bande comme le proposaient Karp et Miller en 19673 . En ’absence de
telles instructions, il faut choisir un des vecteurs de dépendances pour effectuer le découpage, comme on

I’a vu en 4.6.1.

5.3. Conclusion

Il n’est pas possible de déterminer les valeurs des coeflicients sans connaitre précisé ment la qualité
du restructureur et du générateur de code utilisés. De plus, la courte étude expérimentale que nous avons
effectuée sur Alliant? a montré qu’il fallait se méfier des simplifications asymptotiques. Nous ne propo-
sons donc pas dans ce chapitre un systéme d’équations permettant de dériver P et X. Nous proposons
juste de contraindre le facteur d’échelle \ et, dans le cas des architectures & fort n 1/2, la matrice de parti-

tionnement P de manitre & toujours avoir un temps d’exécution proportionnel au volume.

References

1. R. W. Hockney and C. R. Jesshope, Parallel Computers - Architecture, Programming and Algo-
rithms, Adam Hilger Ltd., Bristol (1981).

2. F. Irigoin and R. Triolet, “Supernodes and Alliant FX/8 Minisupercomputer,” Tech. Rep. ENSMP-
CAI-86-081, Ecole des Mines de Paris (Aug. 1986).

3. R. M. Karp, R. E. Miller, and S. Winograd, “The Organization of Computations for Uniform
Recurrence Equations,” Journal of the ACM 14(3), pp.563-590 (July 1967).

4. R. H. Kuhn, “Optimization and Interconnection Complexity for: Parallel Processors, Single-stage
Networks, and Decision Trees,” Ph.D. Thesis, No. UIUCDCS-R-80-1722, University of Illinois at
Urbana-Champaign (1980).

5. M. J. Wolfe, “Optimizing Supercompilers for Supercomputers,” PhD. Thesis, Report No.
UIUCDCS-R-82-1105, University of Illinois at Urbana-Champaign (1982).



- 215 -

6. CHOIX DE LA FORME ET DE LA TAILLE DES SUPER-
NOEUDS

Nous allons tout d’abord calculer le temps d’exécution d’un supernoeud en combinant les résultats
des chapitres 4 et 5. Il ne sera possible d’obtenir que le type de la fonction et non I’ensemble des valeurs
numeériques, puisque, comme nous venons de le voir au chapitre précédent, les coeflicients dépendent du

générateur de code utilisé,

Ce premier résultat sera d’abord utilisé pour minimiser le temps d’exécution total sous Phypothese
théorique du nombre de processeurs illimité. Les différentes étapes de P’optimisation sont la construction
de I’ensemble des vecteurs critiques, le choix d’une base de partitionnement 3 directions de partitionne-
ment fixées, la sélection des meilleures directions de partitionnement et enfin Poptimisation de la taille
des supernoeuds. Cette hypothése, & premikre vue irréaliste, permet par exemple & Kuhn® de maximiser
la longueur des vecteurs, ce qui ne nous intéresse pas directement, mais nous permet aussi de diminuer

P’overhead de contréle et de calculer le nombre maximal de processeurs utiles.

Le cas du nombre de processeurs limité est plus délicat. Nous évaluerons quantitativement
Poverhead global, Poverhead de balayage des noeuds vides-, le temps de calcul des supernoeuds partiels,
I'équilibre de la charge des processeurs & l'intérieur d’un front, I’évolution du degré de parallélisme des
fronts et le déroulement de I’exécution dans la zone intermédiaire du domaine d’itération oh tous les pro-
cesseurs peuvent étre considérés comme actifs en permanence. Ceci nous permettra de déduire une

approximation du temps global d’exécution.

La conclusion de ce chapitre sera constituée d’un tableau récapitulatif indiquant d'une part
I'ensemble des relations existant entre les divers parametres qu’il faut déterminer pour fixer un parti-

tionnement et le temps d’exécution, et rappelant d’autre part quelles contraintes pesent sur leurs choix.

Dans ce chapitre, tous les calculs sont effectués en faisant une approximation continue sur toutes les
grandeurs manipulées. Les résultats sont établis pour une dimension N quelconque, avec quelques excep-

tions.
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6.1. Temps d’exécution d’un supernoeud

Comme nous I’avons déja remarqué en 1.1.2, le temps d’exécution global est la longueur du chemin
critique d’un graphe de tiches. Ces taches sont de trois natures: calcul, transfert de données et contréle.
Le temps d’exécution d’un supernoeud va intégrer des taches de chaque sorte de telle manitre que le che-

min critique soit une suite de supernoeuds.

L’overhead de contréle comprend les appels & des primitives de multitasking comme les lancements
de taches ou les synchronisations entre taches, etc... et I’exécution du code de contrdle des supernoeuds,
qui comprend des boucles DO et des tests (cf. § 3.2). L’exécution de ce code joue un réle d’autant plus
important qu'il est purement séquentiel. En prenant supernoeud au sens général, c’est-a-dire supernoeud
plein, partiel ou vide, on peut considérer que le temps correspondant est constant pour chaque supernoeud
et qu’il ne dépend donc ni de P, ni de ). L'influence de ce temps sur la taille des taches a é6té étudiée
sur le Cray X-MP par Calahan! car le temps d’exécution tres important des premigres primitives fournies
par Cray a tout de suite attiré Dattention des chercheurs sur le probleme de la granularité du
parallélisme. Mais, méme avec des machines comme I’Alliant FX/8 ot ces primitives sont céblées, les ver-
sions partitionnées des programmes sont pénalisées par le code de contrdle nécessaire au parcours des

supernoeuds.

L'’overhead de mouvement de données a été étudié au chapitre 4 ol ’on a montré que c’était un
polynéme de degré égal au maximum des dimensions réelles des références présentes dans le corps de
boucle, dans la mesure oli la mémoire locale était assez grande pour éviter de transférer chaque donnée
utile & un supernoeud plus d’une fois. Le degré est donc au plus de N. Mais les coefficients dépendent de
la matrice de partitionnement P . Ils seront d’autant plus faibles que les autodépendances permettront de

réutiliser davantage les données & I'intérieur d’un supernoeud.

Enfin, nous venons de voir au chapitre 5 que le temps de calcul était proportionnel au volume du
supernoeud, que les processeurs élémentaires soient vectoriels ou non. S’ils sont vectoriels et inefficaces
sur les vecteurs courts (i.e. fort n ), il faut contraindre P en lui assignant une direction vectorielle. En
toute rigueur, ce temps de calcul intégre aussi du code de contréle et éventuellement des instructions vec-
torielles de longueurs variables et devrait étre donné comme un polynéme en X\ de degré N. Seule
I'expérience permettra de dire si les termes de plus bas degré peuvent étre négligés dans tous les cas. Le

coefficient du terme de plus haut degré dépend du mode de fonctionnement des processeurs élémentaires.

Le temps total d’exécution d’un supernoeud est la somme de ces trois composantes tant qu’on

n’envisage pas d’effectuer des transferts en paralltle avec des calculs et vaut:
e 1 N
ap + agh + + ay A

Le calcul des coefficients ag, @, etc... semble impossible. Il faudrait les identifier dans chaque cas par des

expériences.



6.2. Nombre de processeurs illimité

L’hypothese irréaliste du nombre de processeurs illimité permet d’obtenir des résultats utiles. Tout
d’abord, si le domaine d’itération est petit et le nombre de processeurs élémentaires assez grand, il n’est
pas sir qu’il soit utile de générer des supernoeuds tout petits. L’overhead de synchronisation peut
anéantir le gain dii au parallélisme et il faut done vérifier que la taille de supernoeud qu’on obtient pour

-

la machine & p processeurs est supérieure 3 la taille de supernoeud qu’on obtient pour une machine &
nombre infini de processeurs. Sinon, il vaut mieux ne pas utiliser tous les p processeurs. Le probleme,
comme on le verra en 6.3, vient de ce que l'on résout le probleme de Poptimisation du partitionnement

avec p processeurs en considérant p comme une constante et non comme une variable au méme titre que

A

D’autre part, cette hypothese revient 3 pénaliser le nombre de fronts par rapport a la largeur des
fronts car cette derniére n’a pas d’importance. Dans le cas ou les supernoeuds sont réduits & un noeud
(A = 1), cela revient & maximiser le nombre de noeuds par fronts et i réduire le nombre de fronts comme

le fait la méthode hyperplane.

Bien que nous nous soyons fréquemment limité 2 la dimension 2, nous allons essayer de résoudre ce

probléeme dans le cas général.

6.2.1. Calcul du temps total

Au chapitre 2, § 2.4.2, la matrice H a été choisie de telle sorte que deux noeuds de I’espace
d’itération, joints par un vecteur @, soient aussi joints par un chemin critique comprenant < TH v >
supernoeuds. En prenant en compte le facteur d’échelle \ et en appelant L la longueur de ce chemin, on
obtient en discret:

<Tz @ >

L=|———=|+K-N+1

ou N est la dimension de I’espace et K une constante valant 0, 1 ou 2 suivant la position de Porigine du
partitionnement par rapport aux deux points considérés. En effet, les fronts de supernoeuds sont bosselés
et deux noeuds dont les vecteurs d’itération f et ?' vérifient TH T =1y 7' peuvent appartenir i
deux fronts différents. Le phénoméne pouvant se produire a P'arrivée aussi bien qu’au départ, ’erreur

possible atteint la valeur de 2.
Comme les domaines d’itération intéressants sont tres grands, les vecteurs @ représentatifs des che-
mins critiques de ces espaces auront une norme importante et nous ferons I’approximation:

<1y @ >

L = N
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Le temps total T va étre égal au temps d’exécution d’un supernoeud, dont nous avons vu (cf. § 6.1)
que c’était un polynéme en X de degré N & condition de ne pas prendre en compte le parallélisme entre

échanges et calculs, multiplié par le nombre de supernoeuds du chemin critique:
— 0'0 N—l
T=<1y@ > T+0‘;+0‘gk+"'a”k

Cette formule simple cache plusieurs problémes. Premitrement, il n’existe pas un unique vecteur critique
#, représentatif du domaine d’itération. Le vecteur @ est une fonction de la direction de Ty. D’autre

i 3 . . . . .
part, la norme de 1 varie avec sa direction et avec la base de partitionnement choisie.

Pour illustrer ces points, trois partitionnements différents du méme espace d’itération. soumis aux
¥ ?

mémes dépendances, sont représentés en figures 6.2.1.a, b, c. Le premier est défini par:

p1=[lég :] le[g 1{;2] I =(afs) =2 @=(g)

ce qui donne avec I’approximation continue 26.5 supernoeuds de 4 noeuds, contre 28 en prenant en

compte les eflets de discrétisation.

|
=
=

Premier partitionnement

- Figure 6.2.1.a -




Le deuxieme partitionnement est défini par:

v2/2 V3/2 v2/2 VB2 5
Pe=|_v2s \/“2‘/2] Hy= [-\/5/2 \/5/2] ha = [\{):] \=2/2 ;= (g]

La longueur du chemin critique est maintenant de 4.5 supernoeuds de 8 noeuds chacun soit 36 noeuds. En
prenant A = 2 pour nous remettre dans les conditions du premier exemple, le nombre de noeuds & cal-

culer dans le chemin critique serait:

T"“—<Tﬂw> 9\/§
- y T T3

= 6.363

Deuxieme partitionnement

- Figure 6.2.1.b -

Enfin, le troisieme exemple utilise des directions de partitionnement différentes. Elles ne sont pas

critiques et introduisent un peu de sursynchronisation. Voici les matrices et coefficients de définition:

Py= [1-/12 1{2] o= [—11/2 1;2] To=[g) =2 =g

L’approximation continue donne 9 supernocuds de 4 noeuds, soit 36 noeuds & calculer au total,
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Troisiéme partitionnement

- Figure 8.2.1.c -

Dans Pexpression donnant T, les coeflicients ag et ay ne dépendent pas de T);. En effet, la forme
du partitionnement ne joue ni sur le volume de calcul ni sur les transferts de tableaux dont la dimension
réelle est égale & la dimension de l’espace d’itération, ni sur les synchronisations. Le coeflicient du terme
de plus haut degré, ay, est donc indépendant de H bien qu'il ait été réduit par le partitionnement: un
bon générateur de code va pouvoir réutiliser la donnée obtenue pour une référence pour satisfaire les
autres référcnces de la méme famille et les références 2 des tableaux dont la dimension réelle est
inférieure & N ne génerent plus un colit en AV . Par contre, le coefficient ay_, dépend de H comme on
I'a vu au chapitre 4, § 4.2.2. Pour simplifier les calculs, nous allons I'ignorer ainsi que les coefficient o,
@y, etc... au profit du terme de plus haut degré et du seul terme qui soit décroissant en X et susceptible
d’avoir une tres forte valeur (Cray, hypercubes,...). Si nous obtenons des valeurs de )\ suffisamment

grandes au terme de l'optimisation, cette approximation sera validée a posteriori. Le temps d’exécution

total devient donc:

Y,
T'=<1ly @ > ['&E-FQN)\N_I]



6.2.2. Les étapes de optimisation

Nous nous restreignons au cas des processeurs ¢élémentaires scalaires pour pouvoir choisir
completement la base de partitionnement P . Le choix de la direction d’itération globale et des directions

de partitionnement se fait en plusieurs étapes:
e construction de ’ensemble des vecteurs critiques;

e choix de la base de partitionnement optimale & directions de partitionnement fixées et pour un vecteur

critique;
o sélection des meilleures directions de partitionnement;

e ajustement du facteur d’échelle .

Les trois premitres étapes ne se préoccupent que du terme < TH @ >, profitant de 'indépendance de

ap et de ay vis-a-vis de H .

Cela ne garantit pas que le supernoeud résultant soit exécutable efficacement sur processeur vectoriel.

6.2.3. Construction de ’ensemble des vecteurs critiques

L’ensemble des vecteurs critiques est obtenu en cherchant le maximum des formes linéaires du type
<1y @ > pour tous les Ty possibles. De tels vecteurs joignent donc des sommets du domaine
d’itération, ce qui, vu la sémantique des boucles DO, en limite le nombre & 2V X (2N - 1). En effet,
chaque boucle définit deux contraintes et pour chacune des boucles il faut choisir I’une ou V’autre de ces
contraintes pour déterminer un sommet. Il y a donc 2V sommets au plus, car de temps en temps les deux
contraintes d’une boucle peuvent étre confondues. Le nombre de vecteurs se déduit immédiatement du
nombre de sommets, puisqu’'on peut choisir librement 1’origine (2N choix) mais que extrémité doit étre
différente (2N — 1 choix). Cela donne 12 vecteurs en dimension 2. On ne garde que les vecteurs lexicoposi-
tifs, ce qui en divise le nombre par 2. Il est donc possible de chercher un partitionnement pour chacun

d’entre eux, c’est-a-dire de considérer dans la suite que @ est fixé.

En reprenant le domaine d’itération utilisé figure 6.2.1, on obtient:
(9 (9 (9 (0
W= {w‘ = (0): 2= (%) o= (34) 24 = [14]}
Ces vecteurs sont représentés figure 6.2.3.

6.2.4. Choix d'une base de partitionnement & directions fixées

Si les directions de partitionnement sont fixées par une base H, l’ensemble des directions

e . + =¥ # A .
d’itérations possibles 15 est donné par les conditions suivantes:

Vi elLN] X\ >0



\J
=

Vecteurs critiques

- Figure 6.2.3 -

qui correspondent & un changement de base par une matrice diagonale A de déterminant égal & 1. Les \;
peuvent donc prendre n’importe quelle valeur positive pour respecter les dépendances mais leur produit

doit rester égal & 1 pour respecter la condition det (H)=1. En posant:
wy = }_1: w
on trouve par dérivation de L = T @ et de la contrainte sur le produit des X;:

o " AN, d);
INE T + dNjh;© =0 e Wi

=0
k,‘ A:

On en déduit que:

En caleulant tous les \; & partir de A; et en utilisant la contrainte sur le produit des );, on trouve:

w 7

N
o =1

r=1 w;



ce qui implique:

[ 5]

wy

quand tous les w; sont strictement positifs. Si un des w; est nul ou négatif, cela veut dire que les deux
sommets extrémités de W peuvent étre exécutés simultanément parce qu'il n’y a pas dépendance entre
eux et que @ n’aurait pas di étre pris en considération (i.e. il faut que @ appartienne au céne de

dépendance).

Dans le cas de la figure 6.2.3, avec le partitionnement P, de la figure 6.2.1, un seul des vecteurs de
W, @, est intéressant car les autres peuvent conduire & des temps d’exécution nuls et ne peuvent done

pas étre vecteurs critiques. En faisant les calculs, on obtient:

w1= Wo == — ==

9v2 9v2 - 2
2 2 )\1_)\2—1 1H=[v{;_]

et on vérifie qu'aucun des vecteurs potentiellement critiques ne conduit & un chemin plus long que celui

qu’on a pour W;:
Lwl = 9\/§ Lﬁg = 9\/’5 LE‘S — 9\/-2- Lwd — 0
En reportant les valeurs optimales des )\; dans le calcul de la longueur du chemin, on trouve pour

des directions de partitionnement définies par une base H vérifiant det (H) = 1:

[HE;E]II)"N
L:E)\;_ﬁt—v’=2--J_.—:‘_z:-ﬁ$
o i h‘ i }3,1_1'5

i e [ I m]””

Les coefficients A\; nous donnent aussi un partitionnement optimal pour les directions de H :

M O -+ 0
- C.H\_Q {_] B—im P—[H“]!m[(AH}"]t=I5=A‘1P
0 0 -:- A

On remarque enfin que le vecteur _fp est colinéaire au vecteur @. En effet, en posant:

L \UN
K= [ I & m]

i
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on a par définition de P et de I'inverse d’une matrice diagonale:

Tp =K (<E@> P+ <haB > Fat o + <hy@> )

-

En utilisant la propriété qui sert & la définition de P 2 partir de H , k; P; = 6;; (cf. § 2.4.2), on calcule

les N produits scalaires de TP avec les vecteurs KJ

—

T‘PFI=K{{‘;EI ]_P}!-.2=Kw}_l.2 e _’p

—

v =K @ hy

oy

ce qui montre la propriété. Géométriquement, cela signifie que la diagonale principale des supernoeuds
est parallele au vecteur critique. Intuitivement, on essaie d’avancer le plus possible dans la direction cri-

tique.

6.2.5. Sélection des meilleures directions de partitionnement

Il reste maintenant a justifier le choix des directions de partitionnement que nous avons supposé
données par une base H . Le dernier cas présenté sur la figure 6.2.1 est un exemple fondé sur une base H

différente de celle qui a été utilisée pour les deux premiers cas et pour les calculs que nous venons

d’effectuer.

Soit H' wune base dont tous les vecteurs sont des combinaisons linéaires positives d’une autre base
H, c’est-a-dire que le cone des directions d’itération générables par H' est inclus dans le cone généré
par H et, dualement, que le céne de P, qui exprime l’ordre partiel d’exécution, est inclus dans le céne de
P' . La matrice de passage de H' & H, appelée A = (a;; ), a donc tous ses coeflicients positifs et, pour
respecter la condition habituelle det (H) = det (H' ) =1, det(A) = 1.

Les coefficients w;’ utilisés pour le caleul du parcours optimal dans la nouvelle base H' peuvent

s’exprimer en fonction des w; valables dans I’ancienne base et des coefficients de la matrice A :

w' =K 85 k=5 e

L

On en déduit:

=
&
Flﬁ
o
b

Gi5 Wy
En développant les deux expressions en dimension 2 (N = 2):

2 2
wy w) =1 I g;w;
f=1 i=1

2

— 3'111 (a1;wy + ag; woy)

= (ayw; + agwy) (apw; + agw,)
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2
= anaw;” + (61109 + ag @)W Wy + cgenws’
Tous les coefficients de A sont positifs par hypothese. On a donc:

1 (]
vy wy' 2 (et agep)w w,

Par hypothese aussi, on a:
dﬂt(A)=1=ﬂna22—ﬂmalg === 311322+621612=1+2|‘121&12

=> @poyp+aga;>1

On en déduit que

wy Wy 2 wiwy

et donc que:
Ly > Ly
L’égalité est vérifiée quand A est diagonale puisque Ly est le chemin le plus court qu’on peut obtenir

sur I’ensemble des bases dérivables de H par un changement de base diagonale. En effet, dans ce cas:

wy wy - wy! =1:la£€ wy =11 wy
1

puisque le déterminant de A vaut 1.

Cette démonstration est généralisable pour N quelconque. Le coefficient de w wq - - - wy est iden-

tique au déterminant de A mais sans les signes négatifs. Il est donc toujours supérieur ou égal & 1.

Ce résultat est illustré par les exemples des figures 6.2.5.a et 6.2.5.b ol figurent deux partitionne-

ments basés sur des directions différentes. Celui de la figure 6.2.5.2 est caractérisé par:

8 2 T
P=|%5 5| #=| 5 & H=[‘{]§] 2 =(3) L —9v2—=r1272
2 2 )

Comme on I’a vu précédemment, ce partitionnement est optimal pour le vecteur @ choisi.

Le partitionnement représenté sur la figure 6.2.5.b n’est, lui, pas optimal. C’est pourquoi deux vec-

teurs d’itération globale sont représentés.

P! =

Slé s
alw a||—‘

3
f Ty o= [‘65] g [g] L = 9V5 = 20.124
NG
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Partitionnement optimal

- Figure 6.2.5.a -

L’optimisation 3 directions fixées conduit au deuxieme partitionnement:

11

3 2 R

11 H*:ﬁ
= V5

. o 11

il JLoaf =
7 3

:'u’=[g) L=18%=19.714

On peut vérifier au passage que Tp, est bien colinéaire & @ (§ 6.2.4). La matrice de changement de base
A vaut:

_y3 = S 3 4
2 2 5 5 NG R
A =HTH' = X =
V2 V2 -1 1 N R
g 2 V5 Vb 2

Ce dernier résultat montre qu’il faut utiliser les vecteurs définissant les hyperplans critiques (cf. §
2.3.4) pour construire la base de partitionnement. En dimension 2, il n’y a pas de probleme car il n’y a
que 2 hyperplans critiques et une seule base H optimale possible. Pour les dimensions supérieures, il n’y a

pas non plus de probleme quand le nombre d’hyperplans critiques est égal 3 N mais quand leur nombre



Optimisation de la direction d’itération

- Figure 6.2.5.b -

est supérieur nous savons seulement que la base optimale se trouve parmi les bases obtenues en choisis-
sant N vecteurs libres sur la surface du céne des directions de partitionnement valides. Nous ne savons
pas si les vecteurs optimaux sont nécessairement des rayons (i.e. des hyperplans critiques) et l’on peut

méme montrer que dans les espaces de dimension supérieure & 4, N rayons d’un céne ne sont pas

nécessairement libres.

Intuitivement, il semble qu’il faille choisir la base H , contenue dans le céne, dont I’angle solide est
maximum. Nous n’avons pas eu le temps de poursuivre nos recherches dans cette direction car de nom-

breux problemes se posaient déja en dimension 2 pour la génération de code.

6.2.8. Optimisation de la taille des supernoeuds

L’optimisation de la taille des supernoeuds se fait en dérivant la formule qui donne T en § 6.2.1 par
rapport au facteur d’échelle . Le rapport des coeflicients ag et ay, que I’on ne sait malheureusement
pas calculer (cf. § 6.1), va contréler la taille de X:

dT Qg

£ ot N2 —
ax — T Fenli-l)

% oy L
= [ (N-1)an ]
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Le calcul de 7' montre que le terme en o donne la méme contribution que le terme en o ~n et donc que

I’approximation de 6.2.1 est valable si A > > 1:

1 N

1
T =2ayVag ¥ (N -1)¥

Pour ce partitionnement optimal, les processeurs passent autant de temps & se synchroniser qu’s faire des
calculs.

La valeur du facteur d’échelle optimal X\ doit respecter certaines contraintes. I doit &tre
suffisamment grand pour que AP soit une matrice  coefficients entiers (cela implique que le déterminant
est supérieur ou égal & 1 et donc qu'il y a au moins un noeud par supernoeud) et il doit étre suffisamment
faible pour que AP ne couvre pas le domaine tout entier. Dans le premier cas, il faut retourner i la
méthode hyperplane. Dans le deuxitme, il faut exécuter le code séquentiellement. Il reste un troisizme
cas ou les supernceuds ne permettent pas d’adapter le programme i la machine cible. Cest celui ol le

nombre maximum de supernoeuds par front est inférieur au nombre de processeurs élémentaires.

6.2.7. Calcul du nombre maximum de processeurs utilisables

Le calcul du nombre maximum de processeurs utilisables simultanément s’effectue d’une manitre
similaire & celui du volume de données a conserver en cache (cf. § 4.3.1.) & partir du vecteur @ . Comme

dans cette section, nous allons nous limiter au cas bidimensionnel.

Soit, fl, Fo Faet f 4 les quatre vecteurs qui délimitent le domaine d’itération. Le plus grand front

va €étre perpendiculaire a la direction d’itération et étre de la forme:

@ =uf; + fin pef0.1l @Iy=0
ou bien:

B=F;+vfin vel @Tg=0

L'indice ¢ +1 est pris modulo 4.

Les deux formes sont équivalentes puisqu’on trouve g = v".

Il suffit donc de faire les calculs avec
une des deux formes et sous la condition que le coefficient soit positif, puis de choisir 1’autre forme s’il est

plus grand que 1.

L’occupation d’un supernoeud sur un front est donné par ', — p;. Le nombre de supernoeuds max-
imum sur un front, i.e. le degré de parallélisme au niveau des supernoeuds, est égal 3 la valeur absolue de

=+

la constante K qui donne le rapport entre @ et p's — 7';.

¥ =K (?’2—31}



Exemple

Nous allons reprendre I’ensemble des étapes d’optimisation qui se terminent par le calcul de K sur

le cas particulier suivant:

DOI=1, 13
DO J = I/3+1, 28-1/2
A(LI) = (ALI)+A(-1,0)+A(LI-1))/3.

Calecul du degré de parallélisme

La premiére étape consiste a rechercher le céne de dépendance et 3 en déduire les deux hyperplans cri-

tiques. En dimension 2 et avec ce type de références on obtient immédiatement:

ol I est la matrice identité.

Nous supposons que le processeur cible est scalaire et qu’on peut donc optimiser les deux directions
de partitionnement. Il faut commencer par recenser les vecteurs critiques du domaine d’itération,
représenté en figure 6.2.7, et choisir celui d’entre eux qui va étre réellement critique. Pour accélérer la
présentation, nous limitons W aux vecteurs qui semblent étre des candidats possibles au vu des

dépendances:

v={o.5a)-{ (2) () (2))

La durée de ’exécution, avec X fixé & 1, est égale & la longueur du chemin critique L qui est donnée en

dimension 2 par la formule:

L=2 waw w1=1_v'5’1 T.{Jg:w}_{g

[3-]

qui a été démontrée en § 6.2.4. Dans ce cas, on obtient:

W, — L =8/3 =13.856
Wy — L = 127 = 31.748
@’3—>L =_1_

La valeur de la longueur est indéfinie pour @4 parce que la direction d’itération optimale correspondante,

» . d .
qui est colinéaire & 3 dans ce cas particulier, est impossible. Elle viole la contrainte h d>0 puisque



- 230 -

@’3 2.1= 0'

On en conclut donc que le vecteur critique est @, et que la diagonale des supernoeuds doit étre
colinéaire & W, On aurait pu aussi calculer H et en déduire P (cf. § 6.2.4). Quoi qu’il en soit, les deux

coefficients de @Wo, 12 et 21, peuvent étre réduits et donnent comme solution entiere pour P’ la matrice:

Pl [4 0]
|07
Si jamais les calculs conduisent & une matrice P’ dont la surface est trop grande, il est possible d’en faire
une approximation de la pente optimale au moyen des séries de Farey3 . Supposons que ’on veuille
approximer 4/7 pour pouvoir avoir des supernoeuds plus petits. La série de Farey s’obtient en réduisant
des intervalles d’approximation. Le premier intervalle est donné par les fractions 0/1 et 1/1 et les suivants
s’obtiennent en additionnant les numérateurs et dénominateurs des bornes de Pintervalle précédent pour

déterminer une nouvelle borne et en choisissant celui des deux nouveaux intervalles qui contient la frac-

tion a approximer. Dans notre cas, la série est:
(0/1,1/1) — (1/2,1/1) — (1/2,2/3) — (1/2,3/5) — 4/7

En estimant que 3/5 = 0.600 est une approximation correcte de 4/7 = 0.571, qui diminue la taille du

plus petit supernoeud presque par deux, nous avons:

. (30 1 (30 1 [50
Pr=los] P=7glos] #=7zlo0s
et le temps d’exécution est allongé d’un facteur v5/v/3 = 1.290:

V5] _
L =12\/?[W] = 40.975

Les quatre vecteurs qui définissent les frontieres du domaine d’itération sont:
2 12) 0 = -12) 0
f1=[4] f2=[17] f3=[6] f4=[—27]

a une légére approximation entiére pres, qui se voit sur la figure 6.2.7. aux deux sommets gauches du

. s —r . T+
domaine d’itération. En donnant la direction d’itération par le vecteur % :

- (3)

qui permet de faire les calculs plus simplement que 1j, on obtient:

4 O 72
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<f2+11f3.h>=0—'*v=z§-
<_f3-|'b'f4.fl>=0—>j',.vm_ﬁ

— — — 9
<]‘4+Vf1h>=0 — U=§
Les solutions 1 et 3 ne vérifient pas la condition v = 0 et sont éliminées. Les solutions 2 et 4 nécessitent

le choix de la forme en u parce que v est supérieur 3 1. On a donc comme fronts maximaux:

2 2 -12

U =d wt Ta= 20]

ou bien
8—# —_
‘_"5=§f4+f1=[_20

qui sont équivalents.

En I’absence de moyen de connaitre les coeflicients o et ay, on suppose que la formule de la sec-

tion 6.2.6 donne:

KI

e di]

Ve

Cette valeur est un peu faible pour justifier ’approximation du polynome donnant le temps par ces deux

A= = /15 = 3.872

termes extrémes, mais elle a été choisie pour obtenir un dessin lisible.

On obtient finalement:
NF71) = (%)

ce qui donne K = 4 comme degré de parallélisme. Cette valeur correspond exactement & celle qu’on lit
sur la figure 6.2.7. Un multiprocesseur & nombre infini de processeurs élémentaires ne donnera pas de
résultats meilleurs qu’un quadri-processeur si le temps de synchronisation est 15 fois supérieur au temps

d’exécution d’un corps de boucle.

6.2.8. Conclusion

L’équation gouvernant la taille des supernoeuds leur semble assez défavorable & premitre vue, &
moins que ap ait une valeur trés importante comme c’est le cas avec la bibliothque de multitasking du
Cray X-MP. Les gros supernoeuds sont systématiquement défavorisés parce qu’ils augmentent le volume

du chemin critique en AV ~! tout en ne réduisant 'overhead qu’en A1
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Calcul du nombre de processeurs utiles

- Figure 6.2.7 -
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Ce résultat négatif doit étre atténué en remarquant que le coefficient oy, qui a été optimisé en
favorisant le calcul vectoriel et la réutilisation des données, n’est valable que pour des A assez grands.
Autrement dit, la formule donnant le temps n’est pas valable pour les petits X et le temps réel est plus
élevé.

Signalons qu’en dehors du contexte des supernoeuds un algorithme de recherche de

I'ordonnancement linéaire optimal est proposé dans [2].
P



6.3. Nombre de processeurs limité

Le calcul du temps d’exécution avec un nombre infini de processeurs effectué en section 6.2 ne prend
pas en compte I'ordonnancement car il est  la limite possible d’affecter un processeur par supernoeud.
Garder un processeur inactif ne pénalise alors pas le temps d’exécution globale. Ce n’est plus le cas main-
tenant. Le but n’est plus de garantir que chaque supernoeud va étre exécuté au plus t6t mais que chaque
processeur va rester actif aussi continiiment que possible. Lors de la génération de code (chapitre 3), nous
avons opté pour un ordonnancement particulier: les fronts. C’est sur lui que nous allons étudier Veffet du
choix de A et de P .

La discussion sur le temps d’exécution d’un supernoeud (§ 6.1), basée sur les résultats des chapitres

4 et 5, reste valable.

Partant du code généré au chapitre 3, nous allons successivement étudier ’overhead global,
loverhead dii aux noeuds partiels, ’équilibrage de charge dans un front et 1’évolution du degré de

parallélisme des fronts. Nous en déduirons une formule approximative du temps d’exécution.

6.3.1. Overhead global

L’incrémentation du compteur de front, 'attribution d’un numéro de supernoeud 2 un processeur et
l'incrémentation du numéro courant sont les seules opérations quil faut effectuer séquentiellement.
Suivant les primitives de synchronisation et leur durée d’exécution, deux approches sont possibles. La
premiére consiste & définir une tiche maitresse langant ’exécution de chaque supernoeud comme une
sous-tache. La tiche maitresse peut étre exécutée sur un processeur spécialisé (PC) ou étre swappée de
processeur élémentaire (PE) en processeur élémentaire. La seconde consiste & avoir une tiche par pro-
cesseur, chaque tiche essayant d’exécuter un maximum de supernoeuds préts. L’allocation des super-
noeuds se fait via une section critique et une tiche auxiliaire assure les synchronisations globales entre
fronts. Ces deux solutions sont équivalentes pour I’évaluation du temps d’exécution comme on peut le
voir sur la figure 6.3.1. L’essentiel de 'overhead peut étre reporté dans le temps d’exécution du super-

noeud, dans le coefficient a.

En supposant que les sections critiques n’entrainent pas d’attentes considérables, ’overhead global

de parcours de la boucle sur les fronts et des boucles de balayage des supernoeuds est de la forme:

N-1 VEIN

A
E
E=0 A

dans la mesure ol la racine N-itme du volume du domaine d’itération peut étre assimilée aux hauteurs

du domaine d’itération. Quand le domaine d'itération a une forme spéciale, allongée selon une direction,



PE1 ' il V ————
" i

PE3 [ e

Déroulement de 1'exécution avec une unité de contrdle

PE1 [ ' [ [a—

x B 4
PE2 == / ] / L vl _ )
PE3 Y—j/ V—/ 1‘L"'/V

Auto-allocation des tiches de calcul par les processeurs

Overhead global
- Figure 6.3.1 -

cette approximation, qui nous conduit plus loin & considérer la surface du domaine d’itération comme

proportionnelle &:

N-1

v

est fausse.

Y

Les supernoeuds ont été définis de manitre i pouvoir faire croitre leur taille comme AV et &
représenter une durée de calcul excédant largement cet overhead, quelle que soit la solution choisie,

pourvu que le domaine d’itération soit assez grand.

Nous allons donc négliger 'overhead global.
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6.3.2. Temps de calcul d'un supernoeud partiel

Nous n’avons étudié jusqu’a maintenant que le temps d’exécution des supernoeuds complets. Le cas
des supernoeuds partiels a longtemps semblé secondaire car leur nombre, proportionnel i la surface, était

d’un ordre de grandeur inférieur 2 celui des supernoeuds complets, proportionnel au volume.

En fait les expériences menées sur I’Alliant FX/8% | ont montré que le rapport des temps
d’exécution d’un supernoeud partiel et d’un supernoeud complet pouvait dépasser un ordre de grandeur si

la génération de code n’était pas faite soigneusement pour les supernoeuds partiels.

Nous avons montré en § 3.4 que les techniques nécessaires & la génération de code vectoriel pour les
supernoeuds partiels avaient été développées, sinon toujours mises en oeuvre dans les cas les plus

compliqués.

Nous considérons donc que le temps d’exécution d’un supernoeud partiel va toujours étre inférieur

au temps d’exécution d’un supernoeud complet et nous allons ignorer la distinction existant entre les

deux.

6.3.3. Equilibrage de charge dans un front

Comme nous effectuons une resynchronisation globale 2 la fin de chaque front, il faudrait que le
nombre de supernoeuds soit un multiple du nombre de processeurs, souvent inconnu  la compilation, et
que le temps d’exécution des supernoeuds partiels qui se trouvent aux frontizres ne soit pas trop court. Il

faut aussi que I’hypothese assurant que tous les supernoeuds s’exécutent dans le méme temps soit vérifiée

(§ 1.3.1).

Il serait envisageable de garder plusieurs versions du programme restructuré en fonction du nombre
de processeurs, pour tenir compte de la charge de la machine ou de pannes partielles. Il serait aussi
envisageable de recoller deux supernoeuds partiels de taille inférieure & la moitié de la taille standard
pour n’avoir que des tiches de durées égales. Pour le moment, cela semble utopique et nous préférons

faire une approximation.

Cette approximation de "charge équilibrée” et I'oubli des supernoeuds partiels sont d’autant plus
valables que le nombre de supernoeuds par front est grand par rapport au nombre de processeurs puisque
le temps maximal perdu par un processeur sera inférieur & la durée d’exécution d’un supernoeud. Soit P
le nombre de processeurs, K' le nombre de supernoeuds et V le volume de calculs & effectuer. Le temps
d’exécution est donné par:

v v

& + mod (K P)

K

K
|t

Le deuxieme terme, qui représente indirectement le temps perdu par les processeurs qui n’ont plus de tra-

vail avant la fin, tend vers 0 quand K tend vers 'infini (mod (K ,P) < P) tandis que le premier est
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stable.

L’augmentation du nombre de supernoeuds par front nécessite une minimisation de X et/ou le choix

de directions de partitionnement aussi proches que possible des hyperplans critiques.

La diminution de la taille des supernoeuds est aussi favorable quand les temps d’exécution des
supernoeuds varient comme ce serait le cas si nous étions capables de traiter les tests et les appels de

procédures.

La derniere solution envisageable serait de changer I'ordonnancement global (cf. § 3.1) et d’autoriser
le recouvrement de deux fronts. Nous n’avons pas eu le temps d’étudier la complexité des synchronisa-

tions qu'il faudrait alors mettre en place.

6.3.4. Evolution du degré de parallélisme des fronts

Il n’y a pas de raison pour que le degré de parallélisme soit constant d’un front & l'autre. Cela
nécessite en effet que le domaine d'itération soit un cylindre coupé par deux hyperplans paralleles et que
la normale & ces hyperplans soit une direction d’itération admissible vis-a-vis des dépendances. Les fronts
sont alors des hyperplans paralltles aux deux extrémités du cylindre (cf. figure 6.3.5.a). En dimension 2,
la condition 2 vérifier est équivalente & la minimisation du nombre de types de supernoeuds partiels

puisque le parallélisme de la frontizre et des fronts est donné par:
Po-P1=uf
Le probleme est encore compliqué quand il faut générer des vecteurs de longueur constante dans les

supernoeuds ou quand on veut minimiser le nombre de types de supernoeuds le long des autres frontieres!

Néanmoins, ce critere peut guider le choix de la matrice de partitionnement. Mais quand aucune
solution & degré de parallélisme constant n’est possible ou intéressante 3 cause de la forme trop aplatie
qu’elle imposerait aux supernoeuds, il faut minimiser le probléme que posent les zones d’amor¢age et de

terminaison ot le degré de parallélisme est inférieur au nombre de processeurs.

Ces deux zones sont des domaines pointus dont le volume dépend de ), le facteur d’échelle, et de p,
le nombre de processeurs. Quel que soit ’angle solide des domaines, le degré de parallélisme d va aug-

menter avec les numéros de front & suivant la formule:
i~ O[hN"]

On en déduit que le nombre de fronts nécessaires pour obtenir un degré de parallélisme égal & p, le

nombre de processeurs, est:

h =~ O[pTvlTl]

Chaque front va étre exécuté, totalement en paralltle, en un temps égal & celui de ’exécution d’un
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Choix d’un partitionnement & degré de parallélisme constant

- Figure 6.3.5.a -

supernoeud.

Tous ces calculs sont effectués 3 des constantes multiplicatives prés et conduisent au temps

d’exécution de ces deux zones pointues:

T=8p"" [050‘1'0‘;)\-*- +aNxN]

qui est le produit de la durée d’exécution d’un front, i.e. un supernoeud, par le nombre de fronts. La con-
stante 8 s’annule quand le domaine est cylindrique et que la direction d'itération globale Ty est ortho-
gonale, ou presque orthogonale, & deux extrémités identiques du domaine d’itération. Elle prend en

compte a la fois la zone d’amor¢age ct la zone de terminaison qui ont le méme type de forme.

Ce temps, durant lequel tous les processeurs ne peuvent pas travailler simultanément, va &tre
d’autant plus court que la dimension du probleme N est élevée et que le facteur d’échelle X est plus fai-
ble.
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Il n’est pas évident qu’il faille prendre en compte ce temps, si on néglige le déséquilibre de la
charge dans les fronts qui suivent ou précedent ces zones. Apres tout, en dimension 2, le temps

d’exécution réel du front suivant, qui va compter p +1 supernoeuds, va étre deux fois supérieur au temps

calculé.

Ces résultats sont illustrés sur la figure 6.3.5.b ol les zones d’amorgage et de terminaison sont mises
en évidence par un quadrillage. Le dessin est fait pour trois processeurs, mais les formules données sont
valables en dimension 2 quand il n'y a pas de supernocuds partiels (les frontitres sont paralltles aux deux
droites (hyperplans) de partitionnement. Les volumes des différentes zones sont aussi indiqués car ils vont

8tre nécessaires  I’évaluation du temps de calcul de la zone intermédiaire.

/]

20 2+1 ) supernoeuds

S h\x Temps d'Exécution = p

c?-p(p+1)
Supernoeuds

T = S2-p(p+1)

P
c=b6
i (p+1)
p =3 S 7 B——%i_ supernoeuds
N /|
P<c=W v
N\ .
Temps d'Exécution = p

N

Evaluation des temps d’exécution

- Figure 6.3.5.b -
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6.3.5. Fonctionnement en régime stationnaire

II ne reste plus qu'a trouver le temps nécessaire d 1’évaluation du sous-domaine ol le degré de
parallélisme est supérieur au nombre de processeurs. Nous faisons I'hypothese que la charge est équilibrée

ou que nous aurons développé une synchronisation globale moins contraignante que les fronts.

Ce temps va dépendre du nombre de supernoeuds que doit exécuter chaque processeur et du temps

d’exécution de chaque supernoeud. Ce temps d’exécution est toujours de la forme:
g+ ah+ a\?+ - 4 ag Y

tandis que le nombre de supernoeuds affectés & chaque processeur est égal au nombre total de super-
noeuds présents dans le volume ol ces conditions sont vérifiées. Ce volume s'obtient en retirant du
volume du domaine d’itération, le volume des zones d’amorcage et de terminaison et &ventuellement le
volume des supernoeuds partiels. En ne prenant en compte que le volume des zones pointues parce que la
génération de code vectoriel pour les supernoeuds partiels est possible, on obtient le volume de la zone
intermé diaire:

.
VI = V-5\WNp ¥t

en intégrant la hauteur des zones extrémes, qui a été calculée dans la section précédente: le volume des

1
zones pointues augmente comme la puissance N-itme de la hauteur, 2™, et b — p Y1 quand les p pro-

cesseurs peuvent étre utilisés simultanément.

Le temps s’en déduit en divisant V' par le volume d’un supernoeud pour obtenir le nombre de
supernoeuds puis en multipliant le résultat par le temps d’exécution d’un supernoeud et en divisant le

tout par le nombre de processeurs:

)\LN [ V-ap N_*l](a,, +ahF..ayAV)

s

p

Cette formule peut étre vérifiée sur la figure 6.3.5.b ol les calculs de volumes ont été effectués en
nombres entiers. L’hypothese de pleine utilisation des processeurs est vérifiée si 'ordonnancement permet
les recouvrements de fronts. Le dernier (resp. premier) front de la zone d’amorgage (resp. terminaison)
pourrait étre inclus dans la zone intermédiaire. Cela ne changerait pas le résultat, mais les formules

feraient apparaitre p -1 au lieu de p dans le calcul de volume.
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6.3.8. Approximation du temps global d’exécution

Il est maintenant possible de donner une approximation du temps global d’exécution en rassemblant
tous les éléments précédents. V est toujours le volume total du domaine d’itération, N le nombre de

boucles imbriquées, A le facteur d’échelle et p le nombre de processeurs.

N
V-5\N p N1

T —
p AV

(atp +ah+..ay AV)

1
+ Bp Yo, +ar+...ayAV)

Le premier terme correspond & la zone ol tous les processeurs sont utilisés en permanence. Le deuxitme
terme correspond aux zones pointues ol tous les processeurs ne peuvent pas étre utilisés. Il n’y a pas de

terme pour tenir compte des noeuds partiels compte tenu de la possibilité que nous avons de générer du

code vectoriel pour eux.

Les coeflicients o; refletent & la fois le temps d’exécution et le temps d’échange. S’il y a du
parallélisme entre échanges et calculs, ces coefficients ne permettront pas de rendre compte du choix dom-

inant calewl ou dominant échange en fonction de X. Il y aurait ajout d’'un MAX.

Les coeflicients 8 et & dépendent beaucoup de la génération de code et du partitionnement. Les
figures 6.3.7.a et 6.3.7.b montrent deux partitionnements du méme domaine d’itération pour A\ = 2. Dans
le premier cas, on compte 24 supernoeuds complets et 61 supernoeuds partiels. De plus, les deux volumes
d’amorgage et de terminaison, délimités par les fronts indiqués en pointillés, représentent une part
considérable du domaine d’itération total. Dans le deuxiéme cas, la direction d’itération 15 est ortho-
gonale 3 deux des frontitres et aussi bien le balayage que le test de complétude d’un supernoeud sont
effectués en nombres entiers’. On compte maintenant 45 noeuds complets et 28 noeuds partiels. Et les
zones d’amorg¢age et de terminaison sont pratiquement vides. Indépendamment de X, le choix d’un bon

partitionnement va sans doute influer considérablement sur les performances.

On peut simplifier ’expression de T en regroupant les termes en S et §:

T == %(ao +0’1>\+...C€N XN}
14

1
+ (8-6)p N (a, +ar+..ay AV)

Tcela pose des problemes si les boucles ne sont pas parfaitement imbriquées. Il faut alors ajouter des instrue-
tions aux noeuds se trouvant sur certaines frontivres.



Sachant que § s’obtient par intégration, il varie comme I’inverse de factoriel(V ). Dans le cas de la figure
6.3.5.b, 8=2 et 6§ = 1. Le deuxitme terme va donc rester positif et augmenter avec le nombre de pro-
cesseurs, ce qui est intuitivement normal: le volume des zones pointues sur lesquelles tous les PTOCesseurs

ne sont pas utilisés croit. Il augmente aussi avec A\. On peut étudier la sensibilité de T aux variations
de A:

4T _. ¥ Qp % a; PO
dX\ p | NANH (NI 3
%
+ (8- 8)p V! [a‘1+2a2>\+ +NaNXN'l]

Le seul terme qui provoque un accroissement de 7 quand X\ augmente est celui qui correspond aux zones
d’amorcage et de terminaison, psuique c’est le seul terme positif (la dérivée du temps d’exécution d’un
supernoeud par rapport a X est physiquement positive). Le volume correspondant aux noeuds partiels aug-

mente aussi, mais ces derniers n’ont pas été pris en compte explicitement.

Comme aucun des coefficients n’est calculable sans connaitre les détails du générateur de code
utilisé, une optimisation en \ n’est pas réaliste. Mais si \ peut étre tres grand, si V >>A" malgré le

grand X et si -y est tres faible, le temps d’exécution peut étre approché par le terme:

CI!NV
p

T =~

L’optimisation apportée par les supernoeuds est donc cachée dans le calcul de ay. La réduction des
échanges et leur passage dans les coeflicients ay_;, oy _o, etc... permet de réduire le coefficient ay qu’on

obtiendrait en appliquant un trongonnage apres la méthode hyperplane.

L’optimisation peut aussi se faire par essais successifs, surtout dans le cas des processeurs

élémentaires vectoriels dont on ne modélise pas la sensibilité aux vecteurs de longueurs variables.
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— Premier partitionnement

- Figure 6.3.7.a -
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Deuxieme partitionnement

- Figure 6.3.7.b -
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6.4. Critéres de choix

L’ensemble des critéres de choix que nous avons rencontrés dans les chapitres 3, 4 5 et 6 est listé
dans la colonne de gauche de la table 6.4. suivant les trois rubriques: temps d’exécution d’un supernoeud,

temps d’exécution de ’ensemble des supernoeuds, problémes de génération de code.

L’influence sur chaque critére des paramétres qu’il faut déterminer est indiquée par une lettre X ou

par une fleche. Les paramgtres sont:
o la direction d’itération & locale & un supernoeud (chapitre 5);
o la direction d’itération globale Ty (§ 2.4.2);

e les hyperplans de partitionnement, représentés par H ;

le facteur d’échelle X (§ 2.5);

origine du partitionnement 7, (cf. § 3.2.3).

De plus, trois données du problemes, 1’ensemble des dépendances D | le domaine d’itération A et

I'ensemble des références, symbolisé par @, contraignent les choix.

Nous allons commenter cette table récapitulative, un peu stche en elle-méme, en suivant les cing

colonnes des paramzetres, plutdt que les lignes, car ce sont eux qu’il faut déterminer.

Le choix de & est essentiellement un: compromis a effectuer entre la difficulté de la génération de
code et la possibilité d’effectuer une exécution vectorielle. La minimisation du volume de cache nécessaire
(3 X\ fixé) est limitée des qu’il y a plusieurs vecteurs d’autod épendance non colinéaires, d’ol la présence
du facteur @ dans la table, mais non négligeable car il arrive souvent qu’il n’y ait qu’un tel vecteur. Cer-
taines machines sont aussi trés sensibles au pas avec lequel les données sont accédées: i cause des blocs
dans les caches, des pages quand il y a une mémoire virtuelle, ou du partitionnement de la mémoire en

bancs. Le choix de & est contraint par les dépendances D .

Le choix de la direction d’itération globale 1y a une influence sur le volume des données
transférées au niveau du supernoeud, avec les mémes restrictions que pour k. TH peut aussi étre choisi de
maniére & diminuer le nombre de fronts en prenant la direction optimale avec un nombre infini de pro-
Cesseurs ou, pourvu que ce ne soit pas incompatible avec D, de maniére & avoir un degré de parallélisme
constant. Enfin, le choix de Ty conditionne le nombre de types de supernoeuds partiels qu’on rencontre le

long des frontiéres (cf. § 3.2.2).

Les directions de partitionnement (H) peuvent étre choisies de manitre & avoir des vecteurs de
longueur constante, ce qui accélere probablement 1’exécution des supernoeuds sur les machines & fort n, /2
(cf. § 5.1.3) et simplifie la génération de code (cf. § 3.3.3). La recherche d’un partitionnement aussi
proche que possible des contraintes introduites par les dépendances permet d’augmenter le nombre de

supernoeuds par front tout en diminuant le nombre de fronts (§ 6.4.4). La matrice de partitionnement H
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doit respecter deux contraintes. Elle doit définir un partitionnement valide (cf § 2.4.1) et, dans le cas des
processeurs vectoriels & fort n 3 qui n’a pas été pris en compte dans ce chapitre, la matrice P qui est
dérivée de H doit contenir au moins un vecteur dont la direction joint des noeuds qui peuvent &tre

exécutés en paralléle.

Le choix du facteur d’échelle X est a la fois gouverné par des objectifs contradictoires et soumis 3
des contraintes nombreuses. Commengons par les objectifs. Pour diminuer ’overhead de balayage des
supernoeuds, y compris les supernoeuds vides, pour réutiliser au maximum les données (i.e. augmenter le
rapport ay\/ay_;) et, dans certains cas, pour améliorer les performances vectorielles des processeurs
élémentaires, il faut un grand ). Mais pour limiter le probleme de ’équilibrage de charge sur les fronts et
la taille des zones oli tous les processeurs ne peuvent pas travailler simultanément, il faut plutét choisir
un petit A. Enfin, I'utilisation efficace des registres vectoriels peut conduire & choisir les A parmi les mul-

tiples d’une constante (32 ou 64 par exemple) plutdt que parmi les entiers naturels.

Le facteur d’échelle X est aussi soumis & plusieurs contraintes. Tout d’abord, les supernoeuds ne
doivent pas utiliser plus d’espace de copie que ne peut en contenir la mémoire rapide. Deuxit mement, ils
doivent toujours contenir un nombre entier de noeuds. Comme nous avons choisi pour simplifier la
génération de code de les prendre tous identiques, cela veut dire que le plus petit supernoeud, a directions
de partitionnement fixées, est donné par la matrice P! (cf. § 2.4.3). Si Poptimisation conduit & des super-
noeuds ne contenant qu’un seul noeud, la notion de supernoeud devient inutile et 1’on retrouve une
méthode hyperplane (cf. § 8.1). Troisitmement, il n’est pas possible d’avoir un supernoeud dont la taille
est supérieure a celle du domaine d’itération. Cela signifierait que les overheads de contrdle, et
éventuellement de transfert, seraient supérieurs au gain qu’on peut attendre de la mise en paralléle des
calculs des supernoeuds et donc que les supernoeuds sont inutiles: I’exécution séquentielle est alors

P’exécution la plus efficace qu'on puisse trouver.

Enfin, le choix de l'origine du partitionnement, 7, , ne semble pas critique, bien que la diminution du
nombre de supernoeuds partiels soit agréable quand la programmation est effectuée manuellement et que
la réduction du volume occupé par des supernoeuds partiels conduise probablement % une amélioration

des performances.

L’architecture de la machine joue un réle lors de la génération de code et lors de P’attribution de
poids aux différents critéres. Il ne faut pas oublier de vérifier que le nombre de processeurs réels est
inférieur au nombre de processeurs qu’on trouve avec ’hypothése du nombre infini de processeurs, dans la

mesure ou l'on a pu évaluer les coeflicients ap, ... @y qui donnent le temps d’exécution d’un supernoeud.
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E Ty \ 7 a
1 | Volume du cache ou de la | X 1 X
mémoire locale (Ap,y)
2 | Exécution vectorielle (ay ) X X
3 | Vecteur de longueur constante
(an)
4 | Transferts de données X 1 X
(ay, any, -+ +)
5 | Acces aux tableaux avec un pas | X P4
de un (bancs, blocs cache, page
virtuelle)
6 | Constance du  degré de X
parallélisme (3, 6)
7 | Nombre de fronts X 1
8 | Nombre de supernoeuds par 1
front (supérieur au nombre de
processeurs)
9 | Durée d’exécution variable 1
(IFs, CALLs)
10 | Overhead de balayage 1
12 | Nombre de supernoeuds partiels X t X
13 | Nombre de types de super- X X
noeuds partiels
14 | Code d’un supernoeud X

Table 8.4: Récapitulatif des tous les critéres, choix et contraintes
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7. EXEMPLE

Nous allons maintenant appliquer ’ensemble des techniques et des résultats présentés dans les
chapitres 2 & 6 & P’exemple traité informellement en § 1.2. La machine cible est 1’Alliant FX/8 (cf. §
1.1.1.3) parce que c’est le seul multiprocesseur vectoriel auquel nous avons eu acces et pour lequel nous
avons quelques résultats expérimentaux. Elle a de plus 'avantage pour nous d’atre une machine tres sen-

sible & la localité des acces mémoirel .

7.1. Programme i restructurer

Plusieurs versions du programme ont été données dans la section 1.2 pour montrer dans quelle
mesure il était possible d’éliminer automatiquement les trucs et astuces qu’utilisent les programmeurs
pour économiser I’espace mémoire. Nous supposerons donc qu’il nous est possible de repartir du pro-

gramme le plus proche de 1’équation:

DO T =1, TFIN
DO L = 1, LNGBARRE
BARRE(T L) = (BARRE(T-1,L-1)+BARRE(T-1,L)+ BARRE(T-1,L+1))/3.

7.2. Partitionnements possibles

Le calcul des dépendances est particulierement simple dans ce cas. Nous allons néanmoins poser le
systéme d’équations qui permet de trouver les vecteurs de dépendances relatifs aux trois datadépendances
qui sont présentes. La référence BARRE(T,L) correspond & la définition d’une valeur & itération (T,L)
et la référence BARRE(T"-1,L-1) & une utilisation & 'itération (T°L’). Le vecteur de datadépendance

est défini par:

T T
ii=(r)- (1)
selon la définition donnée en § 1.4.4. Pour qu’il y ait dépendance, il faut aussi que les deux références

concernent le méme élément de tableau:
T 7 -1
(2)=(z 3)

On obtient donc pour ce premier couple de références:

= (1)



- 250 -

et de la méme maniere avec les deux autres références utilisant BARRE:

n-()  a-(y

Ces trois vecteurs sont bien lexicopositifs et ce sont eux qui génerent le cone de dépendance par toutes
leurs combinaisons linéaires & coefficients positifs. On peut aussi vérifier que le cone de dépendance est de

dimension 2 comme I’espace d’itération (§ 2.2.1) et que le graphe de dépendance est connexe (§ 2.2.3). En

effet:

det (7, 7o) = [i (1,] ]

ce qui montre d’une part que d; et 22 engendrent un céne de dimension 2 puisque le déterminant est non
nul et d’autre part que la maille formée par les vecteurs 31 et 32 couvre tous les points entiers de ’espace
d’itération puisque la valeur absolue du déterminant vaut 1. Si d; avait été choisi & la place de d, ce

deuxitme résultat n’aurait pas été acquis.

Comme le probleme est de dimension 2, les hyperplans critiques peuvent étre trouvés sans recourir
au calcul des rayons et du sommet du céne de dépendance grace & la méthode décrite en §2343. 1
suffit de calculer les angles directeurs a; des vecteurs de dépendances et de choisir les deux angles

extrémes:

T T
a1=I a, =10 agx—z

La notion d’angle eziréme a un sens parce que tous les vecteurs se trouvent dans un demi-plan. Le vecteur
d, est donc éliminé et I’on obtient la matrice /' définissant les hyperplans critiques, dont on a montré en
§ 6.2.5 qu'ils constituaient les meilleurs partitionnements possibles, en prenant un vecteur orthogonal & d;
et un vecteur orthogonal & d's puis en les normalisant et en les ordonnant de sorte que det (H) = 1. Cela

donne:

V2
9

V2
-

F

V2
2
V2
2

La connaissance de H nous permet de trouver la meilleure direction d’itération (§ 6.1) dans le cas
ol le nombre de processeurs est infini et ol les processeurs élémentaires sont scalaires, ce qui n’est pas le
cas sur ’Alliant FX/8. H peut néanmoins étre utile car les unités vectorielles de cette machine ont un
faible n s (§ 5.1.2). Les synchronisations extrémement efficaces de 1’Alliant donnent qualitativement une
valeur faible & la constante ap et conduisent donc & une petite valeur de X\ (§ 6.2.6), qui permettrait

d’utiliser de nombreux processeurs sur de petits domaines d’itération si les processeurs élémentaires de



I’Alliant FX/8 n’étaient vectoriels.

7.3. Calcul des transferts de données

Les calculs des mouvements de données sont effectués & partir des vecteurs d’autodépendance
attachés & chaque famille de références (§ 1.4.3, § 3.5.2 et 2). Dans le cas présent, nous avons une seule

famille de références, caractérisée par les formes linéaires:

a=l)  #=-(])

Cette famille de référence est de dimension 2 car det (@, ds) = 1 et les vecteurs @, et @, ne nécessitent
pas de réduction par leurs PGCDs. Comme la dimension de I’espace d’itération est aussi de 2, il n’est pas
possible de diminuer le nombre de transferts effectués entre les processeurs et la mémoire lente (421)a
moins d’essayer de profiter de la présence de quatre références dans la famille pour réutiliser des données

conservées dans une mémoire locale ou dans des registres vectoriels (§ 4.6.1).

L’exploitation de cette idée nécessite la présence dans P d’une direction paralltle et la présence
d’un vecteur de datadépendance ou d’inputdépendance compatible avec la direction paralltle et les
dépendances. Il n’est pas nécessaire d’appliquer la méthode hyperplane (§ 5.1.3) puisque la boucle sur L
est parallele. Les six vecteurs d’inputdépendance sont colinéaires & cette direction parce que leurs compo-

santes en T sont nulles:

dip=doy = -dpy =-dyp = [(i]] dig=—dy = [g]

1l reste donc les trois vecteurs de datadépendance. d5 est inutilisable comme vecteur de P car sa normale,

qui devrait définir un hyperplan valide, n’appartient pas au c6ne positif de H (§ 2.3.5 et § 2.4.2).

Les deux partitionnements possibles sont donc définis par:

i 10 11 10
Hi=|g 4 Pi=|_41 Hy= 1.5 0 Pe=111

Ces deux partitionnements, représentés figure 7.3.a et 7.3.b, avec deux types de supernoeuds qui peuvent
en découler, permettent de n’effectuer que deux loads et un store par itération tout en réutilisant
I’essentiel des données chargées dans le cache pendant le premier load par la suite. Le trongonnage de la

boucle sur L qu’effectue automatiquement le restructureur VAST de 1’Alliant nécessite trois loads.

Pour profiter davantage du cache de I’Alliant FX/8, il faut introduire une autodépendance en
diminuant I'espace de stockage. Cela est possible si seules les valeurs finales, BARRE(TFIN:.LNGBARRE),

sont utiles dans la suite du programme. Nous reviendrons sur cette possibilité en § 7.10.
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Premier partitionnement a vecteurs de longueur constante

- Figure 7.3.a -

7.4. Choix d’une direction d’itération globale

Il faut commencer par recenser les vecteurs critiques du domaine d’itération:

W = (@ 2 39 ={ (F0). (indBRieto-) (1188 kne). |

Pour simplifier la suite des calculs, on incorpore la constante -1 dans TFIN et LNGBARRE. En utilisant

d’abord les directions de partitionnement optimales qui sont définies par H, on obtient:

Ly, =V2TFIN Ly = Ly, = V2 VTFIN? - LNGBARRE?

Les vecteurs Wy et W3 ne sont critiques que si LNGBARRE < TFIN, c’est-a-dire si chaque point du
résultat final BARRE(TFIN,.LNGBARRE) dépend de chaque point des conditions initiales
BARRE(0,0:LNGBARRE+1), et, dans ce cas, ils donnent des durées d’exécution plus courtes que L,l.

Le calcul de A\ et de A, (§ 6.2.4) donne:
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Deuxieme partitionnement a vecteurs de longueur constante

- Figure 7.3.b -

La base H définit donc le meilleur partionnement, a un facteur d’échelle pres.

La direction d’itération qu’on obtient est paralltle 3 un des deux axes du domaine d’itération. Cela
nous garantit un degré de parallélisme constant et un bon équilibrage de la charge (§ 6.3.4). De plus le
nombre de types de supernoeuds partiels va étre faible car les deux vecteurs définissant les frontitres
s'obtiennent par des combinaisons linéaires a faibles coeflicients des vecteurs de la base de partitionne-

ment P = H (§3.2.2):

.;'41 [TFION—I] =p (P + ffz) fz = [LNGB.&[\)RRE—I] = (51 - 72)

Ces coeflicients réduits par leur PGCD donnent deux types de supernoeuds partiels pour chacune des qua-
tre frontiéres, soit 8 au total. Il est possible de réduire ce nombre en mettant l'origine 7, du partitionne-

ment (§ 3.2.3) & I’un des sommets du domaine d’itération. Nous prenons dans notre cas:

.= (1)
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ce qui réduit le nombre de types de supernoeuds partiels & 6. Si les constantes TFIN et LNGBARRE ne
sont pas critiques! , il faut les ajuster de manitre 3 avoir des origines de supernoeuds aux autres sommets

du domaine d’itération:

(TFIN,1) (TFIN ,LNGBARRE) (1,LNGBARRE)

Cela dépend bien entendu du facteur d’échelle \ et de la base P’ qui définit le plus petit supernoeud
possible:

1l faut que les équations:
o+ AP (8] =2

ol z est I'un quelconque des trois sommets restants, soient solubles en nombres entiers pour g et v, Le

troisieme sommet étant obtenu par la somme des deux vecteurs frontitres, il suffit de vérifier:

) =3 [32) (75

ce qui implique que TFIN doit étre de la forme 2K\ + 1 et:

()= & 1 1) (onontirer)

ce qui implique aussi LNGBARRE = 2K/ ) + 1.

Un tel partitionnement est représenté figure 7.4 pour A = 2. On remarque qu'il n’y a méme pas de

supernoeuds spéciaux dans les coins (§ 3.2.5).

Pour obtenir un résultat correct en Fortran, il faut tenir compte des remarques sur le caractére
strict ou non strict des inégalités définissant les supernoeuds (§ 3.2.2) et décaler la frontiére terminale de
maniere a transformer les inégalités strictes utilisées dans les calculs en inégalités larges nécessaires a la
génération de bornes de boucles DO. Les deux types de frontitres, large et stricte, sont dessinés sur la

figure 7.4. Cela revient, dans notre cas, 3 décrémenter TFIN et & poser TFIN = 2K \.

Les vecteurs ne sont pas de longueur constante dans les supernoeuds.

T Pour éviter des conflits de bancs, il est déja souvent demandé aux programmeurs d’éviter les puissances de 2
comme dimensions de tableaux.
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Ajustement du domaine d’itération au partitionnement

- Figure 7.4 -

7.5. Choix du facteur d’échelle )

Les criteres de choix du facteur d’échelle X\ sont énumérés en § 6.4.

Ce facteur est tout d’abord usuellement contraint par la taille du cache disponible pour chaque pro-
cesseur, mais le cache s’est avéré inutile pour notre probleme (§ 7.3). Aucune optimisation des transferts

de données n’est possible (criteres 1 et 4).

Il n’y a pas non plus de probleme majeur avec I’équilibre de la charge des processeurs dans un front
puisque le degré de parallélisme est constant. Il faut seulement vérifier qu’il reste supérieur au nombre de
processeurs, 8 dans le cas de I’Alliant, et méme largement supérieur puisque le nombre de supernoeuds
varie d’un front a P’autre 2 cause des supernoeuds partiels. Manuellement, il est tentant de regrouper ces
deux supernocuds... Le calcul du degré de parallélisme a été présenté en 6.2.7. Le critere d’orthogonalité
conduit & choisir [ » comme représentatif des fronts et  avoir:

__ LNGBARRE-1

¢ 2A
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La constante K’ doit donc étre supérieure a 8, ou plus exactement:

% LN GB.»:;%RE—l

(critere 8)

Le facteur d’échelle doit aussi permettre d’utiliser correctement les unités vectorielles et leurs regis-
tres. Nous ne connaissons pas les valeurs de n, /2 pour I'additionneur et le multiplieur, mais les registres
ont une longueur de 32 et des expériences ont montré que des longueurs de vecteurs comprises entre 64 et
256 donnnaient des résultats optimaux. Comme la longueur moyenne d’un vecteur dans un supernoeud est
justement X, on peut envisager d’appliquer le partitionnement quand LNGBARRE est supérieur & 1025
(critire 2).

Le nombre de processeurs est fini, il est donc inutile de minimiser le nombre de fronts (critere 7). Le
temps d’exécution du corps de boucle est constant, la génération du code de contréle global va permettre
d’éviter totalement le balayage des noeuds vides (cf. § 7.6.1) et les noeuds partiels seront exécutés vec-
toriellement, ce qui permet vraisemblablement d’en négliger l'influence. Les critéres 7,9,10 et 11 ne

s’appliquent donc pas.

Dans la suite, nous prenons une tres faible valeur, A = 2v/2, pour pouvoir illustrer le partitionne-

ment sur des figures d’une taille raisonnable. On a donc:

9 2 L 122 10 0 2
P=lasl F=2lgg]l € =l4q3 P—lus
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7.6. Génération du code de controle global

7.6.1. Principes généraux

La génération des expressions de bornes ou des tests nécessaires au code de controle global s’effectue
par projection et/ou élimination de redondance de systémes d’inéquations et d’équations linéaires en

nombres entiers sur les variables de contréle.

Soit T et L les coordonnées d’un noeud quelconque et TO et LO les coordonnées de Porigine d’un
supernoeud. Les systémes qui nous intéressent sont constitués de la disjonction de plus petits systemes

exprimant les conditions de base suivantes:

e le noeud (T,L) appartient au domaine d’itération:
()=
e le noeud (T,L) appartient au supernoeud (T0,L0):

o< p(I0) <T

La matrice P integre X pour alléger les écritures et ce systéme d’inéquations est systématiquement

multiplié par det (P) pour pouvoir faire les cacluls en nombres entiers;

e (TO,LO) est une origine de supernceud:
TOy L1} | . . TOy  , (L1}, -
[LO] = P@ [L?] + 7, ou bien [LO] = P [L2] + 7,

ceci exprime que les origines de supernoeuds ont des coordonnées entieres dans la base de partitionne-
ment et dans la base de balayage des supernoeuds. L1 et L2 sont des entiers quelconques. Dans la
suite, nous utiliserons systématiquement I’expression faisant intervenir G car L1 et L2 sont alors les

indices des deux boucles de balayage.

e les demi-plans extérieurs qui définissent les frontitres du domaine d’itération sont obtenus par

négation d'une des inégalités du domaine d’itération.

7.8.2. Calcul des bornes des boucles DO

Comme le domaine d’itération est un rectangle, la matrice APG va étre triangulaire et permettre
de balayer le domaine sans utiliser d’opérateurs MIN ou MAX dans les expressions de bornes de boucles (§

3.2.4).

On construit un systéme d’inégalités exprimant le fait qu’au meins un noeud (T,L) de chaque super-
noeud (TO,LO) appartient au domaine d’itération et que le supernoeud (TO0,LO0) est obtenu en fonction des

indices de boucle L1 et L2, sur lesquels on cherche des contraintes:



L4 B B
4 (g)<a
(o) =P (3) +7.

ol PG est la matrice permettant de passer de la base G i la base B. Comme le domaine d’itération est
rectangulaire, la matrice A est constituée par la superposition d’une matrice identité I et d’une matrice

-I. Dans notre cas, cela donne le systeme d’inéquations suivant:

0 < 2T - 2T0 - 2L + 2L0 < 8
0 < 2T - 2T0 + 2L - 2L0 < 8
JI<ST<TFIN=3

1 < L < LNGBARRE = 13
TO =1 + 2L2

L0 =1+ 202 - 4L1

La projection de ce systéme sur L2 permet d’obtenir les bornes de la boucle externe sur L2. Elle donne:
-1<L2<3

La projection avec élimination de redondance sur L1 et sur L2 permet d’obtenir les bornes de la boucle

interne:

-1 TR §
2L1-L2 < 0
L1+ 12<6

On retrouve le résultat de la projection sur L2, mais ce n’est pas le cas en général. Il reste & exprimer L1

en fonction de L2 en utilisant les régles et la division définies en § 1.4.5:

L2
L=

L2-5
2

L1

v

La validité de ces bornes peut étre vérifiée sur la figure 7.6.2.

Ceci se traduit en Fortran, en modifiant le code donné en § 3.2.8 pour tenir compte de la couverture

du domaine d’itération par un systéme triangulaire et non par un systéme rectangulaire, par:
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TFRONT = 7, @, + BI1 §, ¢, = -1
LFRONT =7, €5+ BI1 7, &y = -1
DOSEQ L2 = -1, 3
DOALL L1 = mydio(L2-5,2),mydiv(L2,2)
TO — TFRONT + L1 * g, ¢, = TFRONT
LO = LFRONT + L1 * 7, @, — LFRONT - 4*L1

ENDDOALL

TFRONT = TFRONT + 7, #; = TFRONT + 2

LFRONT = LFRONT + 7, €, — LFRONT + 2
ENDDOSEQ

7.8.3. Test des supernoeuds vides

Le test des supernoeuds vides est inutile si I’algorithme de projection en nombres entiers que l’'on a
utilisé au paragraphe précédent est exact. Tout couple (L1,L2) correspond par définition de la projection

3 un supernoeud dont au moins un noeud appartient au domaine d’itération.

Nous avons utilisé un algorithme de projection développé par R.Triolet* pour réaliser un test de
faisabilité par la méthode de Fourier-Motzkin. Nous I’avons complété par un algorithme d’élimination
de redondance par test de faisabilité, différent de celui qu’utilise N. Halbwachs? . Enfin, les équations ont
été traitées manuellement pour éviter leur transformation en inéquations et la perte d’information qui en

résultait parfois. Tous les résultats donnés dans ce chapitre ont été vérifiés par programme.

Pour notre exemple, la projection est correcte et le test des supernceuds vides est donc inutile.

7.6.4. Test des supernoeuds complets

Les supernoeuds complets sont des polyedres convexes inclus dans le domaine d’itération, qui est lui
aussi convexe. Il suffit done de vérifier que chacun des sommets du supernoeud appartient au domaine
d’itération: les coordonnées des noeuds du supernoeuds sont des combinaisons linéaires positives des
coordonnées des sommets et donc des combinaisons linéaires de points du domaine d’itération. Ces condi-

tions s’expriment dans notre cas particulier par le systeme d’inégalités suivant (§ 3.2.5):
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Balayage des supernoeud dans la base G par les indices L1 et L2

- Figure 7.8.2 -

rlgTogTFIN

1 < L0 < LNGBARRE
0<TO+p;€,=T0+2 <TFIN + 1

0 < L0+ P; € = L0 - 2 < LNGBARRE + 1
0<TO+Pe,=T0+2 < TFIN + 1
<05L0+326'2=L0+25LNGBARRE+1
0<TO+ <P +P2.8>=T0+4<TFIN+1
0<LO0+ <P+ Pa-€ >=L0 <LNGBARRE + 1
TO=1 + 2L2

LO=1+ 2L2-4L1

\

Les ”0” de gauche et les "+ 1” qui apparaissent dans les termes droits traduisent l'inégalité stricte des
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frontieres de sortie du supernoeud. Si un noeud du supernoeud atteignait ces limites, il serait combinaison
linéaire de deux sommets atteignant aussi cette limite. L’origine du supernoeud ne peut pas étre un de
ces deux sommets puisqu’elle vérifie les limites exactes du domaine d’itération. Un des deux sommets doit

étre le plus grand point du supernoeud:
(TO,LO) + 71 + 72

sinon le noeud considéré serait un des deux autres sommets, ce qui est exclu par définition des super-
noeuds. Le noeud considéré appartient done & un des deux bords de sortie du supernoeud et non au

supernoeud. La généralisation de cette solution au cas ol A n’est pas la matrice identité comme dans

notre exemple reste & faire.

Pour pouvoir traiter le cas de boucles mal imbriquées, il faudra imposer que le supernoeud apparti-
enne & l'intérieur du domaine d’itération en utilisant simplement les contraintes usuelles du domaine

d’itération.
La simplification automatique de ce systeme est possible en éliminant sa redondance et donne:

1 <T0< TFIN-3
3 < L0 < LNGBARRE - 1

L’algorithme de projection en nombres entiers profite de la connaissance des valeurs numériques de TFIN
et de LNGBARRE car il peut appliquer des criteres de divisibilité. Avec TFIN — 8 et LNGBARRE —

13, on obtient:

1<TO<5
3<L0<11

Le gain est ici limité a la borne supérieure sur L.
g

On voit sur la figure 7.6.2 que les deux contraintes sur T sont atteintes avec le partitionnement
choisi et que le systeme réduit est valable puisque les noeuds appartenant aux faces de sortie d’un super-

noeud ne font pas partie de ce dernier.

7.8.5. Test d’un supernoeud frontiere
Il y a toujours quatre frontiéres. Nous ne développons les calculs que pour la premitre frontire
définie par [ ;:

L=1

Pour qu’un supernoeud (T0,L0) soit un supernoeud partiel appartenant & cette frontiere, il faut qu’il ait
un noeud (T,L) appartenant & I’extérieur de cette frontiere et un noeud (T’]L’) appartenant au domaine

d’itération. L’origine du supernoeud (T0,L0) doit aussi avoir des coordonnées entitres dans la base G .
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L’appartenance au demi-plan est donnée par ’inégalité:

L<1

L’appartenance au domaine d’itération par:
A (F) <5
tandis que I’appartenance au supernoeud de ces deux noeuds s’écrit:
(o) =77 (L250) < (1)
(&) =P (& ~50) < (1)
Les contraintes sur Porigine du supernceud sont données par:
(o) = 7o (i2) +7.

Cela donne dans notre cas, aprés multiplication par det (P ) pour revenir  des calculs en nombres entiers:

Ts <3
1<T <8
L<TF <13

0<2T-2T0-2L +2L0 < 8
0 <2T-2T0 + 2L -2L0 < 8
0<2T -2T0-2L' +2L0< 8
0 < 2T -2T0+ 9L’ -2L0 < 8
TO=1+2L2
[L0=1+2L2-4L1

Il faut éliminer les variables auxiliaires T, L, T°, L’, L1 et L2 de ce systeme en le projetant pour obtenir

un test sur TO et LO. La projection donne:

L1

1< T0<6
TO-L0 < 4
1-T0 + L0 < 12
To + L0 < 18
~TO-L0 < -2

Les quatre derniéres inégalités sont redondantes avec les deux premieres. Pour optimiser le test, il faut
aussi se rendre compte que 'intervalle de définition de T est inutile. C’est évident pour TO > 1 & cause
du domaine d’itération. Ca l’est moins pour TO < 5 qui traduit le fait qu’il n’y a pas de noeud coin.

Sachant que ce test sera placé a l'intérieur des deux boucles sur L1 et L2, on souhaite donc montrer que
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les deux inégalités 1 < TO et TO < 5 sont redondantes dans le systeme suivant:

1<To

TO <5

Lo=1
-1<L2<3
dli-12<0
“2L1+1L2<6
ToO=1+21L2
(L0=1+2L2-4L1

La redondance est trés facile & montrer manuellement car on peut rétrécir les bornes sur L2 3 0 et 2 en
les déduisant des bornes sur L1 et de la relation L2=2L1. Mais nous n’avons pas actuellement de pro-

gramme qui sache exploiter correctement les équations.

Les trois autres frontigres se traduisent en tests de la maniere suivante:

T > TFIN — T0 > TFIN - 2
L > LNGBARRE — L0 > LNGBARRE
i il g - To<o0

En remplagant TFIN et LNGBARRE par leur valeurs numériques, on profite de la résolution en nombres

entiers:
L <1 - L0=1
T >8 — To=17
L >13 — L0=13
T <1 —- To=-1

Ces valeurs peuvent étre vérifiées sur la figure 7.6.2.

7.8.8. Tests des supernoeuds coins

Le choix de I’origine du partitionnement et des dimensions du domaine d’itération permet d’éviter
'existence de supernoeuds coins. La génération des tests reposerait aussi sur la constitution d’un systtme
d’inégalités exprimant qu'un des sommets du domaine d’itération appartient au supernoeud et que le
supernoeud appartient & la grille de balayage des supernoeuds. Si ’origine du supernoceud obtenu est le
sommet du domaine d’itération, le supernoeud est simplement noeud frontiere, & moins qu’on ne veuille
prendre en compte des boucles mal imbriquées ou des domaines d’itération tres pointus dans lesquels un

supernoeud peut appartenir & deux frontieres.

On peut vérifier 'absence de deux coins en testant la non-faisabilité des quatre systtmes définissant
un supernoeud possédant trois noeuds dont un appartient au domaine d’itération et dont les deux autres

violent chacun une frontiére différente.



7.6.7. Code de controle global complet

Le code donné en 7.6.2 est enrichi des tests sur les supernoeuds complets et les supernoeuds

frontieres. Le test sur les supernoeuds vides est éliminé parce qu’il est inutile.

TFRONT = -1
LFRONT = -1
DOSEQL2 = -1, 3
DOALL L1 = mydiv(L2-5,2),mydiv(L2,2)
T0 = TFRONT
L0 = LFRONT - 4*L1
IF(I.LE.TO.AND‘TO‘LE.S.AND.?.LE.LOAAND.LO.LEJl) THEN
CALL COMPLET(T0,L0,...)
ELSEIF(L0.EQ.1) THEN
CALL FRONTIERE1(TO,LO,...)
ELSEIF(T0.EQ.7) THEN
CALL FRONTIERE2(T0,L0,...)
ELSEIF(L0.EQ.13) THEN
CALL FRONTIERE3(T0,L0,...)
ELSEIF(T0.EQ.-1) THEN
CALL FRONTIERE4(T0,LO,...)
ELSE
CALL ERREUR(T0,L0)
ENDDOALL
TFRONT = TFRONT + 2
LFRONT = LFRONT + 2
ENDDOSEQ

Bien que la taille des supernoeuds doive permettre d’amortir le quadruple test précédant I'appel d’un
supernoeud complet, il est envisageable d’exprimer ce test en terme de L1 et de L2, puis de le découper en
plusieurs morceaux, au niveau de la boucle sur L2 d’abord, puis sur les bornes de la boucle L1. Le schéma

de controle serait alors:



traiter la frontiere 4

pour chaque front contenant des supernoeuds complets
frontiere 1
traiter le front de supernoeuds complets
frontigre 3

traiter la frontiere 2

Les tests et I’overhead associé seraient alors complétement supprimés.
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7.7. Code de controle des supernoeuds

7.7.1. Code d’un supernoeud complet

La machine cible est un multiprocesseur vectoriel. On va done garder une boucle interne vectorielle
ce qui impose d’itérer le long de T. On applique d’abord la méthode décrite en § 3.3.1.3 car elle est la
plus simple. Il faut projeter le supernoeud sur la direction d’itération pour obtenir les deux bornes de la
boucle externe. Soit t et 1 les coordonnées d’un noeud de supernoeud, relatives 2 ’origine du supernoeud.

Elles vérifient le systeme:

(=7 ()< ()

Dans le cas général, il faudrait exprimer la coordonnée selon la direction d’itération en fonction de t et L

mais ici on utilise justement la direction t. La projection du systeme précédent sur t donne:
0<t<3

Il ne reste plus qu’a classer les contraintes du systéme en contraintes 3 coeflicients négatifs, qui
P g )
définissent la borne inférieure des itérations sur 1, et en contraintes i coefficients positifs, qui définissent

la borne supérieure (cf. figure 7.7.1):
2t-21 <7 =] % B
2t-21<0 — Jw-1<o0 — 12MAX(-t,t-3)

— 1 < MIN(t,3-t)

2t+21<0 -t+1<0
2t +21 <7 t+1<3

En appelant maintenant T = TO + t et L = LO + 1 les coordonnées relatives au reptre initial et

(T0,L0) les coordonnées du supernoeud, le code de contréle résultant est donc:
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SUBROUTINE COMPLET(T0,L0,...)
...déclarations
DOSEQ 100 T = T0, T0+3
DOVEC 100 L = L0+MAX(T0-T,T-T0-3),L.0+MIN(T-T0,3-T+T0)
.. corps de la boucle

100 CONTINUE

Code de contréle d'un supernoeud complet

Pour diminuer 'overhead di aux MIN et aux MAX, il faut décomposer les supernoceuds en 1, 2 ou 3
polygones triangulaires. La méthode de Kuhn a été proposée en § 3.3.1.4. Dans le cas de la dimension 2,
il est possible de procéder plus simplement en classant les quatre sommets des supernoeuds suivant la
valeur de leurs premitres coordonnées dans la base d’itération souhaitée. On obtient 2, 3 ou 4 valeurs
(une seule valeur impliquerait que 7, et 7, sont liés) suivant le nombre de sommets qui ont la méme
valeur. §’il n’y a que deux valeurs, la méthode de génération précédente doit conduire i une seule paire
de contraintes et MIN et MAX sont inutiles. S'il y a trois valeurs, il faut découper le supernoeud en deux
parties en utilisant la valeur intermédiaire pour définir deux demi-plans d’intersection vide comme con-
traintes supplémentaires. Les deux parties sont des triangles. Enfin, s’il y a quatre valeurs, les deux trian-
gles sont séparés par un parallélogramme et il faut utiliser I’intersection de deux demi-plans pour définir

la zone centrale.

Dans notre cas, on trouve trois valeurs: 0, 2 et 4. Deux systémes en découlent:
[g] < p? [E] % [i] et T <2
et:
Q=) <) « 12

qu’il faut projeter pour trouver les bornes sup et inf sur T. On ajoute ensuite les deux inégalités trouvées

au systeéme initial et on en élimine la redondance sans toucher & ces deux nouvelles inégalités.
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SUBROUTINE COMPLET(T0,L0,...)
...déclarations
DOSEQ 100 T = T0, T0-+1
DOVEC 100 L = LO0+T0-T,L0+T-TO
.. corps de la boucle
100 CONTINUE
DOSEQ 110 T = T0+2, T0+3
DOVEC 110 L = L0+T-T0-3,L0+3-T+T0
.. corps de la boucle

110 CONTINUE

Code de contréle optimal d’un supernoeud complet

7.7.2. Code de contréle d’un supernoeud partiel

Pour des raisons d’efficacité, il faut aussi générer du code vectoriel. Les deux méthodes utilisées
dans le paragraphe précédent restent valides mais il faut ajouter au systéme de départ les contraintes

propres a chaque frontiére et au domaine d’itération.

Dans le cas de la frontitre 1, on a trouvé précédemment une contrainte sur les coordonnées (T0,L0)

de ’origine des supernoeuds:
Lo=1

En appelant t et 1 les coordonnées relatives & 1’origine (T0,L0), on a aussi:

1<TO+t<8
I & Lo 18

qui caractérise le domaine d’itération, et:

0<2t-21<7
0<2%+2<7

qui définit le supernceud. Il ne faut pas oublier non plus les deux équations qui définissent TO et LO en

fonction de L1 et de L2.
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- Figure 7.7.1 -

On peut projeter sur t et | et éliminer la redondance pour obtenir des tests simples mais il faut
ensuite vérifier que les deux contraintes d’appartenance au domaine d’itération sont redondantes. Le
respect des deux premitres contraintes, qui font aussi intervenir TO et L0, est garanti par le test de super-

noeud frontitre.

Dans notre cas, ’appartenance & la frontiere entraine 1 > 0:
LO0=1

1<L0+!

Ceci rend deux des inéquations de définition du supernoeud, 2t-21<7 et -2t-21<0 redondantes, ainsi que

les quatre inéquations définissant le domaine d’itération. Le code de contrdle du supernoeud est donc

défini par:



2 +2<0 t+1<0
26+201<7 => {t+1<3
1<0 1<0

Cette élimination de redondance peut étre effectuée automatiquement. Il faut aussi projeter sur t pour

obtenir les bornes de la boucle extéricure (cf. figure 7.7.2).

LO=1
AN 120

® A ] L [ '] [ ] [ °

s /

N 1=3-t,
N 7’
® ° g ° @ e ° . 4
< e
7/
29 F
[ @ ® e [ 4
\\ L L ] L 3 / L ]
AN 7/
@ o o < = o ® ™ — —Iz
7/
# 1
P
] ® ] ® ¢ V] ) ® ®
/
/
® ® ® ° ¢ /c’ " ° ® ®
7 L
o \
° ° ° ® /0/ ® LY . ®
Y
v h
“
) 9 @ / [ ° ° © u °
> 4 N
# N ke
® (] / [} [ ] ° [ ] [ L] L}
N

yd 1=E%

® ¥ ) [ L] [ ] [ ] [} [ ] ) ®
s i
/ Ve

Expressions des bornes des boucles balayant un supernoeud partiel
situé sur la frontiere 1

- Figure 7.7.2 -

En utilisant maintenant les coordonnées dans le repere initial, T = TO0 + t et L = L0 + 1, le code

devient:
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SUBROUTINE FRONTIERE1(T0,L0,...)
... déclarations
DOSEQ 100 T = TO0, T0+3
DOVEC 100 L = L0,L0+MIN(T-T0,3-T+T0)

.. corps de la boucle

100 CONTINUE

Code de contréle d'un supernoeud partiel le long de la frontitre F1

La suppression de I'appel & MIN nécessite le méme partitionnement que pour les supernoeuds com-

plets.



7.8. Modification des références aux variables

La machine cible, I’Alliant FX/8, dispose d’un cache qui nous permet de garder les références ini-
tiales inchangées. La génération de code s’achtve donc en insérant le corps de boucle dans les codes de

contrdle obtenus comme résultats des paragraphes 7.7.1 et 7.7.2:

SUBROUTINE COMPLET(T0,L0,BARRE, TFIN,LNGBARRE)

REAL BARRE(0:TFIN,0:LNGBARRE+1)

DOSEQ 100 T = T0, T0+3

DOALL 100 L = L0+MAX(T0-T, T-T0-3),L0+MIN(T-T0,3-T+T0)
BARRE(T,L) = (BARRE(T-1,L-1)+BARRE(T-1,L)+ BARRE(T-1,L+1))/3.

100 CONTINUE

RETURN

END

Code d’un supernoeud complet pour machine & cache

ou & mémoire globale accessible par les processeurs

Ce code est également valable pour les machines & mémoires locales dont les processeurs peuvent
accéder la mémoire globale puisque nous avons laissé de coté, faute de temps, 'optimisation des acces 3

un méme élément par des références différentes d'une méme famille.

Les machines sans mémoire globale ou dont les processeurs ne peuvent pas accéder la mémoire glo-
bale, nécessitent des copies. Nous allons illustrer la seule méthode qui nous permet de garder la direction

d’itération locale que nous avons choisie en § 7.7: la copie par excés avec acces linéaire (§ 3.5.3).

Nous n’avons qu’une famille de références du type BARRE(T+a,L+f) ou a et § sont des con-
stantes. Il n’y a donc pas de probleme de cohérence (§ 3.5.5). Cette famille compte quatre membres,
BARRE(T,L), BARRE(T-1,L-1), BARRE(T-1,L) et BARRE(T-1,L+1). En reprenant les notations de R.
Triolet, il faut calculer le MIN et le MAX de ¢, et de ¢, pour ces quatre références en prenant t et 1

comme des coordonnées locales au supernoeud. Elles sont donc contraintes par:

0<2t-21<7
0<2t+2<7

Il faut projeter successivement sur ¢; et sur @, les quatre systémes obtenus en ajoutant a la définition
du supernoeud les expressions d’indices. Comme ¢, et ¢, ne dépendent que d’une variable le calcul est

particulitrement simple dans notre cas:
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-1<¢, <3
2 < ¢ <2

La déclaration du tableau de copie s’en déduit immédiatement:
REAL COPIE(-1:3,-2:2)

et les références ne font plus intervenir que les coordonnées locales au supernoeud. La partie calcul du

code d’un supernoeud devient donc:

SUBROUTINE COMPLET(T0,L0,...)
REAL COPIE(-1:3,-2:2)

DOSEQ 100 T = 0, 3
DOALL 100 L = MAX(-T,T-3), MIN(T,3-T)
COPIE(T,L) = (COPIE(T-1,L-1)+COPIE(T-1,L)+COPIE(T-1,L +1))/3.
100 CONTINUE

RETURN
END

Code d’un supernoeud complet pour machine & mémoire locale
P
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7.9. Génération du code de copie

L’unique famille de références est utilisée en entrée et en sortie. Il faut donc la copier avant et

apres I’exécution du code du supernoeud.

Nous traitons d’abord le cas des résultats, car il est plus simple dans la mesure ol l’on fait
Phypothese simplificatrice que toutes les valeurs produites par ’ensemble de boucles imbriquées initial

sont utilisées dans la suite du programme. Si ce n’était pas le cas et si 'on était capable de caractériser

les résultats utiles par une région, il faudrait faire en plus un calcul d’intersection.

Nous faisons I’hypothese que, dans notre cas, toutes les donnnées définies doivent étre recopiées,
Comme il n’y a qu’une référence de définition, il suffit de reprendre le code de contréle défini pour les

calculs du supernoeud.

DOALL 100 T = T0, T0+3
DOALL 100 L = L0+MAX(T0-T, T-T0-3),L0-+MIN(T-T0,3-T+T0)
BARRE(T,L) = COPIE(T-T0,L-L0)
100 CONTINUE

Code de recopie des résultats d’un supernoeud complet

Les familles qui ne sont constituées que de références en utilisation doivent &tre copiées

intégralement. Il n’y en a pas dans ’exemple que nous traitons ici.

Les données référencées en utilisation et en définition ne nécessitent une copie que si elles sont pro-
duites a l'extérieur du supernoeud, ou si elles sont utilisées avant d’étre redéfinies (i.e. il existe une

antidépendance).

Le premier cas ne s’exprime pas bien en terme de systéme d’inéquations puisqu’il faut caractériser
I'extérieur d’un supernoeud. Ceci nécessite la projection dans I’espace des § = ® des n systemes qui

sont implicitement définis par:

La multiplicité des systémes est due & la présence d’une négation. Il faut ensuite copier
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indépendamment chaque polyédre qu'on obtient dans I’espace & en considérant I’enveloppe convexe des
polyedres élémentaires obtenus pour chaque référence de la famille traitée. Les symboles B et 3y
représentent les éléments du tableau référencés par les vecteurs d’itérations }; et 74 et leur égalité tra-
duit la collision des références. Ces symboles sont calculés en appliquant les formes linéaires qui
définissent les références aux vecteurs d’itérations. La deuxitme condition écarte les définitions

postérieures a I'utilisation.
Quant au deuxidme cas, celui ol les données apparaissant dans une référence d’utilisation peuvent
avoir été produites par le supernoeud lui-méme, il s’exprime avec un seul systeme linéaire. Il n’est

nécessaire de copier les données avant de commencer les calculs que si leur utilisation précede leur

définition. Le volume référencé & copier vérifie donc le systéme suivant:

Il faut calculer 'enveloppe convexe des polyedres obtenus dans & pour chaque référence de la famille puis

dériver des contraintes sur des indices de boucle & partir des contraintes dans &.
Dans l’exemple que nous traitons, le deuxieme type de systéme est vide car nous n’avons pas
d’antidépendance. En effet, le sous-systeme:
b =0s et Iy j, <Ty 74
s'écrit:
Ty =T¢-1 e T, <Ty

en posant j, = (Ty, L) et 5, = (T4, Lg). 1l est infaisable.

.

Par contre, nous avons quatre systémes & projeter, et ce, pour trois références, avant d’obtenir les
zones a copier. Pour la négation de la premitre condition d’appartenance au supernoeud et pour la

premitre référence, on a (cf. figure 7.9.a):

Td=Tu-—l
Ly=L,-1
A

Y0 < 2T, - 2T0 - 2L, + 210 < 8
0 < 2T, - 2T0 + 2L, - 210 < 8
0 > 2T, - 2T0 - 2L, + 210
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- Figure 7.9.a -

Ce premier systeme est infaisable et ’ensemble des éléments du tableau BARRE qu’il faut copier
pour cette référence et pour cette fronticre cst vide. Cela est dit au fait que la frontidre de supernoeud et

la dépendance choisies sont parallles (cf. figure 7.9.a). Les frontitres sortantes du supernoeud comme:
2T, -2T0-2L, + 210 > 8

donneraient aussi des systémes infaisables & cause de la condition venant de l’ordonnancement,

Ty, > T;.Mais la deuxitme [rontitre entrante définit un sous-ensemble non vide d’éléments de BARRE:



Td=Tu_1
Ld‘-"—"—Lu"'l
Ty > Ty

0 < 2T, - 2T0 - 2L, + 210 < 8
0 < 2T, - 2T0 + 2L, - 2L0 < 8
0> 2Td -2T0 + 2Ld - 2L0

Comme ¢, = (Tq, Ly), il faut projeter ce polyedre sur (T0, L0, T, L;) et éliminer la redondance pour

trouver le systeme qui définit ce sous-ensemble:

Tyg—TO+ Ly-L0o < -1
-Ty+To+Ly-Lo<o0
“Tg+T0O+Lg+LOo<2
TLi4+10<2

Ce polyedre est représenté sur la figure 7.9.b.

Avant d’exploiter ces inégalités pour générer le code de copie, il faudrait en calculer I’enveloppe
convexe avec les inégalités produites par les deux autres références, BARRE(T-1,L) et
BARRE(T-1,L+1). On voit sur la figure 7.9.b que la premitre d’entre elles ajouterait le point (To-1,L0)

et que la seconde ne donnerait qu’un ensemble vide.

La génération de code consiste & projeter le systéme final sur la variable de contréle qu'on veut
utiliser comme indice de la boucle externe (7 dans notre cas) pour obtenir les deux bornes de cette bou-
cle, puis & le projeter une deuxitme fois sur les deux variables de contréle (T et L;) pour obtenir les
bornes de la boucle interne. Si les inégalités sont trop nombreuses, il faut utiliser les fonctions MIN et

MAX dans les expressions de bornes.

En négligeant le calcul de I’enveloppe convexe et en reprenant le systeme précédent, on obtient:

55 Ty 10 551

On en déduit le code de copie:
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- Figure 7.9.b -/

DO 100 T = T0-1, TO+1
DO 100 L = L0+MAX(2, T-T0-2),L0+MIN(T-T0-1,T-T0)
COPIE(T-T0,L-L0) = BARRE(T,L)
100 CONTINUE

Copie d’une partie des données du supernoeud (To,Lo0)

La deuxitme zone & copier est symétrique de la premidre:



DO 110 T = T0-1, TO+1
DO 110 L = LO+MAX(~T+7T0,T-T0+1),L0+MIN(2, T-T0+2)
COPIE(T-T0,L-L0) — BARRE(T,L)
110 CONTINUE

Copie de la 2éme partie des données du supernoeud (To,L0)

1l ne reste plus qu'un élément & copier:
COPIE(-1,0) = BARRE(T0-1,L0)

L’ensemble des données & copier en entrée est représenté en figure 7.9.c et le code complet est donné en
figure 7.9.d.
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(] ®
] ®
[ [ ]

Régions lues par le supernceud

- Figure 7.9.c -

Le méme principe s’applique aux supernoeuds partiels, en ajoutant la ou les contraintes sur (To,L0)

qui font que le supernocud est partiel, et les inégalités du domaine d’itération.



200

100

300

SUBROUTINE COMPLET(T0,L0,BARRE, TFIN, LNGBARRE)
REAL BARRE(0:TFIN,0.LNGBARRE)
REAL COPIE(-1:3,-2:2)

DO 200 T == To0-1, TO+1
DO 200 L = L0+MAX(2, T-T0-2),L0+MIN(T-T0-1,T-T0)
COPIE(T-T0,L-L0) — BARRE(T,L)
CONTINUE
DO 210 T = T0-1, T0+1
DO210L = LO+MAX(-T+T0,T-T0+1),L0+MIN(2,T-T0+2)
COPIE(T-T0,L-L0) = BARRE(T,L),
CONTINUE
COPIE(-1,0) = BARRE(T0-1,10)

DOSEQ 100 T =0, 3
DOALL 100 L = MAX(-T,T-3), MIN(T,MYDIV(7-2T 2))
COPIE(T,L) = (COPIE(T-1,L-1)+COPIE(T-1,L)+COPIE(T-1,L+1))/3.
CONTINUE

DOALL 300 T = T0, T0+3
DOALL 300 L = LO+MAX(T0-T,T-T0-3),L0-+MIN(T-T0,MYDIV(7-2T+2T0,2))
BARRE(T,L) = COPIE(T-T0,L-L0)
CONTINUE

RETURN
END

Code d’un supernoeud complet pour machines & mémoires locales

- Figure 7.9.d -




7.10. Résultats expérimentaux

La floraison de machines paralleles que ’on observe i I’heure actuelle sur le marché est survenue
trop tard pour que nous puissions valider le partitionnement sur plusieurs machines et sur plusieurs pro-

grammes. Aucun multiprocesseur vectoriel n’était disponible en France & part quelques Cray X-MP aux-

quels nous n’avions pas acces.

I a heureusement été possible de faire un essai® sur un minisuperordinateur Alliant FX/8 aux
Etats-Unis grace au professeur Sameh du Center for Supercomputer Research and Development (Univer-
sity of Illinois at Urbana-Champaign). L’Alliant FX/8, qui a été présentée au paragraphe § 1.1.1.3,
n’atteint ses performances nominales que si les données se trouvent dans le cache ou les registres vec-
toriels. Elle était donc une cible naturelle pour notre méthode car la localité propre aux supernoeuds
allait permettre de conserver les données dans le cache beaucoup plus longtemps que ne le faisait le

trongonnage de la boucle parallele sur L qu’effectuait le restructureur VAST.

La génération du code partitionné a été effectuée entitrement & la main car nous ne disposions pas
alors des programmes de calculs en nombres entiers nécessaires aux calculs des tests et des bornes de bou-
cles. Bien que les structures de contrdle soient voisines de celles que nous venons de dériver
systé matiquement, elles ne sont pas aussi propres. En particulier, le balayage des supernoeuds est obtenu
par déroulement de boucle plutdt que par changement de base et les dimensions ne sont pas adaptées de

la méme manitre & la taille des supernoeuds.

Nous avons aussi optimisé I’utilisation de la mémoire en ne conservant pas en mémoire le tableau
de valeurs BARRE(0:TFIN,0.LNGBARRE+1) mais seulement deux lignes de ce tableay,
BARRE1(0:LNGBARRE+1) et BARRE2(0:LNGBARRE-+1). Cette optimisation a plusieurs conséquences

facheuses dont nous n’avons pas pris conscience immédiatement:

e linitialisation des extrémités de BARRE1 et de BARRE2 ne permet plus d’avoir des boucles parfaite-
ment imbriquées;
e les calculs sur BARRE1 et BARRE2 correspondent A deux boucles situées au méme niveau;
e en conséquence, les conditions d’application de notre méthode ne sont pas vérifiées.
L’augmentation de 50 % de la vitesse que nous avons mesurée quand les données ne tiennent plus
en cache (cf. figure 7.10) n’est donc pas directement significative pour notre méthode. Elle montre seule-

ment que la localité des accks a, sur ’Alliant FX/8, une importance considérable. Le nombre des défauts

de cache et le temps d’exécution total ont été réduits selon les formules suivantes:




puisque le nombre des défauts de cache est proportionnel 2 la frontiere du supernceud. V est le nombre
de noeuds (i.e. le volume) du domaine d’itération, le symbole ¢, représente le temps de calcul d’un noeud
quand toutes les données sont disponibles en cache ou en registre et ¢, le temps nécessaire en cas de
défaut de cache. Pour simplifier, nous supposons ici que les conflits de bancs dans la mémoire ont un colit
moyen. La validation de cette fonction avec nos donnnées expérimentales est impossible & cause des effets
de X sur ¢,. Quand X est faible et que le terme d’échange de données varie fortement, les vecteurs sont
trop courts pour que les unités vectorielles donnent des ¢, asymptotiques. A ces deux premiers effets
bénéfiques s’ajoute la diminution relative de I’overhead de contrdle, ce qui ne permet pas de faire une

analyse précise en faisant seulement varier \.

Vu le gain de vitesse obtenu par rapport au programme de référence, on peut déduire

qu’approximativement un tiers du temps d’exécution est passé i satisfaire des défauts de cache.

Si nous avions utilisé I’exemple développé dans ce paragraphe 7, le nombre d’acces aurait été

divisé par une constante légtrement inférieure & 2 et le temps d’exécution aurait da passer de 3 & 2.5.

On peut donc conjecturer que la vitesse aurait encore augmenté de 20 %.

7.11. Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’appliquer & un exemple ’ensemble des résultats exposés dans les chapi-
tres 2 & 6: partitionnement, calcul des transferts de données, choix d’une direction d’itération globale et
du facteur d’échelle, génération du code de contréle global, génération du code de contréle des super-
noeuds complets et des supernoeuds frontitres, modification des références aux variables et génération du

code de copie.

L’écriture d’un algorithme de choix d’un partitionnement optimal n’est pas encore faisable car il
faudrait d’abord faire des expériences pour voir sur plusieurs machines quelle est 'importance relative des

divers facteurs énumérés i la fin du chapitre 6.

Par contre, une fois la matrice P et la direction d’itération locale & connues, tous les algorithmes
nécessaires pour effectuer la transformation de programme partitionnant des boucles parfaitement
imbriquées sont disponibles. Il semble méme maintenant envisageable de générer le code de copie pour
des machines comme les hypercubes, que nous avons laissé de c6té dans ce travail, si le probléme de la

répartition des données sur les mémoires locales est résolu.

Enfin, 'unique expérience & laquelle nous avons pu procéder vu le manque de machines paralltles
disponibles (pour les chercheurs en informatique) montre I’intérét du partitionnement, méme sur une

machine sans mémoire locale disposant de primitives de synchronisation tres rapides.
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8. COMPARAISONS AVEC D’AUTRES METHODES

Il n’est pas possible d’étudier toutes les méthodes qui ont été proposées pour découper un pro-
gramme en tiches et/ou en améliorer la localité des références en en réordonnangant ’exécution. Nous
laisserons de c8té une premitre famille qui consiste essentiellement 3 dérouler suffisamment les boucles &
la compilation et & travailler sur un graphe d’exécution défini en extension. Les travaux de D'Holander®
et, dans une moindre mesure, ceux qui sont liés au compilateur Bulldog!? et aux machines VLIW en sont

deux illustrations.

La deuxieme famille est constituée de méthodes qui peuvent étre appliquées automatiquement par
un compilateur, et qui utilisent le graphe de dépendance. La plus connue de ces méthodes est la méthode
des vagues, aussi appelée méthode hyperplane. Mais le simple échange de boucles est déjh susceptible de
diminuer considérablement le temps d’exécution. Les travaux d’Abu-Sufah sur Padaptation des pro-
grammes a la mémoire virtuelle trouvent aussi une nouvelle jeunesse puisqu’on peut les reprendre pour les
machines 2 cache ou & mémoire locale. Récemment, J.K. Peir a proposé plusieurs partitionnements de
programmes et un outil de simulation permettant de rechercher le meilleur partitionnement. Sa méthode
est donc semi-automatique. Enfin, il est impossible de ne pas mentionner les travaux effectués sur la sys-
tolisation d’algorithmes tellement ils sont proches, par les hypotheses et les méthodes, de la restructura-

tion automatique de programmes.

Finalement, la troisitme famille de travaux que nous allons étudier est constituée d’études
manuelles d’un ou de plusieurs algorithmes particuliers remaniés ou partitionnés pour les adapter & une
machine particuliere comme Cm” ou I’Alliant FX-8, ou de modélisation du comportement des algor-
ithmes visant a évaluer le nombre maximum de processeurs utilisables. Cette troisitme famille est tres

large et de nombreux travaux dignes d’intérét sont simplement cités faute de place et de temps.
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8.1. Méthode des vagues et méthode hyperplane

Ces méthodes ont été développées depuis trés longtemps sous des noms divers. Dans Pordre chro-
nologique, Karp'® , Muraoka?® , Lamport?® (Hyperplane and Coordinate Methods), Kuhn!® (Loop Rein-
dexing), Wolfe?® (Index Set Shifting) et CytronS (DO ACCROSS) ont étudié les possibilités de
parallélisation que donnaient des vecteurs de dépendance constants, aussi appelés récurrences uniformes.
Le calcul des vecteurs de dépendance varie d’un auteur & 'autre, ainsi que les conditions d’application. Le
principe de base reste le méme mais le probleme de la génération de code tient une place de plus en plus
importante au fil des années. Les vagues aux formes irrégulieres ont été explorées a fond dans le projet
Vesta®* alors qu’elles avaient déja été remplacées ailleurs par des hyperplans, ensuite réduits eux-mémes
a un unique hyperplan, au prix d’une diminution du parallélisme, pour ne pas faire dépendre la
génération de code de la forme du domaine d’itération. La difficulté de génération automatique statique
de code en vagues se congoit bien i la vue de la figure 8.1.a. Et elle augmente encore s’il faut définir des

instructions vectorielles.

Malgré la simplification considérable qu’apporte I'introduction d’hyperplans, la génération de code
est restée problématique et Kuhn, Wolfe et Cytron ont tous proposé des améliorations sur ce plan, soit
en lisibilité, soit en facilité. Il faut cependant noter que les DO ACCROSS de Cytron sont plus généraux

mais ne peuvent étre utilisés que par une machine paralltle et non par une machine vectorielle.

Ces méthodes, reposant toutes sur la longueur des vecteurs de dépendance et sur Pangle d’ouverture
du céne de dépendance, ne peuvent étre utilisées que si notre partitionnement en supernoceud peut aussi
I’étre. Mais elles n’apportent pas d’amélioration de localité. Dans le cas des essais effectués sur IAlliant,
I'hyperplan était réduit & une droite et correspondait justement 3 la boucle vectorielle interne: la

méthode hyperplane ne modifiait donc pas le programme de référence.

Lors de D'optimisation de la taille des supernoeuds, de nombreuses contraintes doivent étre
observées. Si une contrainte de taille minimale est saturée, on retrouve des supernoeuds & un noeud et les
fronts deviennent des hyperplans. La technique que nous avons développée permet d’obtenir de nouveaux
résultats car les travaux précédents se sont limités b une optimisation en dimension 2, appliquée
itérativement sur les paires de boucles successives, en commengant par la paire la plus interne. Kuhn
montre par un contre-exemple (page 86 et suivantes) que cette itération ne donne pas nécessairement le

résultat optimal, bien que cela ne se soit jamais produit sur les exemples réels qu'’il a traités.

Son contre-exemple, illustré figure 8.1.b, est basé sur les vecteurs de dépendance suivants:

7= [?] Lk [g] = ['}1]

En appliquant sa méthode, Kuhn trouve successivement deux droites et les combine en un hyperplan. Le

temps d’exécution résultant est:
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Exemple de vagues

- Figure 8.1.a -

T=M +NJ+N*

en supposant que I’on dispose d’un nombre illimité de processeurs, ce qui est une hypothese implicite de
Kuhn. N; est la borne supérieure de la boucle externe sur i, et la méme convention vaut pour les boucles
sur § et k, la dernitre étant la plus interne. Il montre ensuite qu'un autre plan permet d’obtenir le

temps d’exécution T :
T'l =2 Nj -+ Nk

qui peut étre plus court si N; <N;.

En utilisant les bases P et H, ces résultats s’obtiennent mathématiquement. Comme les vecteurs

d,, d et d5 forment une base, nous pouvons directement poser (f. 2.4.1):
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Contre-exemple de Kuhn

- Figure 8.1.b -

00
P=|01 1| det(P)=-1

D’apres la valeur de det (P ), chaque supernocud ne comprend qu’un noeud et notre partitionnement est
équivalent 3 la méthode hyperplane. Toutes les coordonnées de P sont entitres et le partitionnement est

régulier (cf. 2.4.3). En inversant ct en transposant P, on obtient la base duale:

L’ensemble des vecteurs de direction d’itération possibles constitue le céne entier strictement positif
généré par H:
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= b - -t )\—p—f-ll
h = Xhy+ phy+ vhy = ,t)f A\ p,veN’

Enfin, en prenant le vecteur critique le plus évident avec un domaine d’itération parallélépipédique

(N; ,N; ,N, )*, le temps d’exécution est:
T = (M-p+v) N; + p N; + AN,

Une simple dérivation montre que X\ et v doivent étre minimisés, ce qui donne A=v=1, mais que la
sensibilité pour p dépend du signe de N;-N;. Le contre-exemple de Kuhn est obtenu pour p=2 ce qui
donne d’ailleurs la solution optimale du probleme, si N; -N; est positif. Les différents vecteurs utilisés et

les intersections avec le cube unité des deux plans proposés sont représentés figure 8.1.b.

Avec une grande valeur de g, le temps ne devient pas négatif mais (I, N;, Ni) n’est plus un vec-

teur critique. Il faut le remplacer par (—N;, N;, N; ) et changer la formule donnant 7.

Quelle que soit la pente rationnelle de I’hyperplan, il existe une infinité de matrices de partitionne-
ment unimodulaires produisant des fronts confondus avec cet hyperplan (cf. figure 8.1.c). Cela est di au
fait que la normale & I’hyperplan est une direction d’itération globale valide. La méthode hyperplane est
donc incluse dans notre technique de partitionnement. Le passage des vecteurs de dépendances au cone de
dépendance permet de lever la condition d’uniformité des récurrences tout en obtenant des résultats plus

fins qu’avec ’Execution Ordering Vector de Wolfe40 |

Notons cependant que cela n’est pas vrai pour un ordonnancement hyperplan trongonné. On peut
I’approcher soit en choisissant une matrice de partitionnement trés ouverte, ce qui laisse quelques trous
dans 'hyperplan, soit en utilisant ’hyperplan lui-méme pour partitionner le domaine d’itération, ce qui
donne un front différent de ’hyperplan. Les exécutioons de certains noeuds sont retardés dans les deux

cas (cf figure 8.1.d).

La méthode de partitionnement que nous proposons étant fondée sur des conditions moins restric-
tives que la méthode hyperplane, nous pouvons I’appliquer aux exemples que cite Kuhn: recherche de
valeurs propres par l’algorithme de Jacobi (dimension 3), un algorithme de moindres carrés, un algorithme

de réduction de largeur de bande et les méthodes SOR a 5 et 9 points.

8.2. Echange de boucles

L’échange de boucles est une transformation de programme ancienne et relativement simple quand
elle est limitée & deux boucles adjacentes. Elle ne peut étre appliquée que si les dépendances vérifient
des conditions d’échange. Elle est utilisée en vectorisation quand une boucle parallele englobe une boucle
séquentielle pour rendre le parallélisme exploitable par une machine vectorielle. Elle est aussi utilisée
pour améliorer la localité des données, en particulier dans les environnements 3 mémoire virtuelle. Un

exemple présenté en 2.2.2 montrait par exemple qu’une inversion de boucle permettait de garder une
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Simulation de la méthode hyperplane par partitionnement

- Figure 8.1.c -

valeur en registre.

Cette méthode peut aussi étre vue comme un cas particulier de méthode hyperplane, en limitant les

hyperplans paralltles potentiels aux seuls hyperplans définis par les vecteurs de base.

Allen et Kennedy en ont sans doute fait 1’étude la plus générale dans[4] , ol1, partant du cas de la
multiplication de matrice A=B X C, ils montrent que les objectils d’un paralléliseur ou méme d’un sim-
ple vectoriseur dépendent fortement de la machine cible. En effet, les dépendances doivent étre éloignées
du coeur des boucles pour obtenir du parallélisme mais doivent aussi étre conservées autant que possible
a2 un bas niveau pour qu’on puisse réutiliser les mémes données, réutilisation qu’impliquent les
dépendances. Les dépendances impliquent aussi des synchronisations si le programme est exécuté sur une
machine parallele MIMD: le nombre de synchronisations sera minimisé si les dépendances sont mainte-
nues au coeur des boucles, une itération du coeur étant exécutée par un seul processeur, donc sans besoin

de synchronisation.

Ces objectifls contradictoires conduisent Kennedy et Allen i faire deux échanges de boucles séparés

par une phase de strip mining. Le premier échange permet d’obtenir du parallélisme de nature vectorielle,
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le strip mining permet de doser la quantité de parallélisme qu’on va garder, et le deuxitme échange per-
met de faire redescendre les dépendances qui vont améliorer la localité sans perturber le petit peu de

parallélisme dont on a besoin (64 sur un Cray). Voici le résultat pour un Cray:

DO 100 J=1,128
DO 100 I=1,128,64
DO 100 K=1,128
O(L:1+68) = C(L1+63) + A(L:1+63,J)*B(K,J)
100 CONTINUE

L’effet du strip mining est équivalent 3 la constitution d’un supernoeud mais Poptimisation qui suit
dépend de I'héritage qui peut étre propagé de supernoeud en supernoeud. L’absence d’un deuxitme

niveau de parallélisme dans les machines envisagées par les auteurs simplifie le traitement de I’héritage.

Leur étude ne prend pas en compte les autodépendances sur les matrices B et C et depuis lors le
probléeme de la multiplication de matrice a été étudié en tant que tel, dans un environnement multipro-

cesseur vectoriel, par une équipe du Center for Supercomputing Research and Development. Nous

étudierons le résultat de leurs travaux en 8.5.

Enfin, il faut noter que 1’étude des échanges de boucles est limitée aux deux boucles les plus
internes dans le projet PFC? , ot la méthode de tests d’échangeabilité développée par Kennedy et Allen

a été implémentée, sans doute pour respecter objectif de performance de ce projet.

8.3. Adaptation des programmes A la mémoire virtuelle

Ce probleme s’est posé dés 'apparition de machines 3 mémoire virtuelle dans les années 1960. La
recherche d’un algorithme de remplacement de page minimisant les défauts de page a conduit & étudier le

comportement des programmes vis-h-vis de la mémoire.

Les premiers travaux ont été basés sur des traces réelles (une trace est une liste d’acces & la
mémoire) mais leur production et leur exploitation étaient si coliteuses que des modtles stochastiques ou
déterministes ont été ensuite employés®® . Quoique des résultats intéressants aient été obtenus, surtout
pour les références aux instructions® 2 , Abu-Sufah montre dans son PhD! , qu’il vaut mieux partir du

code source que des traces qu’il engendre.

Il propose un modele de boucle élémentaire appelé ELM dont on peut analyser facilement le com-
portement puis montre que de nombreux cas de boucles plus complexes peuvent étre ramenés & ce modtle
par des transformations de programme syntaxiques. Quelques cas résistent b toute transformation et leur
exécution sur une machine 4 mémoire virtuelle ne peut étre que catastrophique. Quand elles peuvent étre
appliquées, ces transformations conduisent non seulement 3 des programmes dont le comportement est
facile & modéliser mais encore & des programmes qui s’exécutent efficacement, plus efficacement que le

programme originel.



Plusieurs transformations sont appliquées d’office pour supprimer des dépendances susceptibles

d’interdire la réorganisation du code:

- normalisation des boucles;

- If Pattern matching;

- renommage de scalaire;

- induction variable substitution and subscript cleaning:

- type - A if removal from Do-loop.

Ensuite, les boucles sont distribuées suivant les composantes connexes du graphe de dépendance!
et/ou fusionnées pour ne traiter que le minimum de données simultanément (distribution) et pour essayer

d’effectuer un maximum de calcul sur les données présentes en mémoire principale (fusion).

Pour diminuer la taille des composantes connexes, une expansion de scalaire modifiée et la scalar
forward substitution sont envisagées. La deuxitme de ces transformations est préférée quand elle est

valide parce qu’elle n’augmente pas 1’espace mémoire nécessaire.

Enfin, pour les tableaux multidimensionnels, le stockage par sous-matrice (une sous-matrice par
page) et lindexage par page sont proposés comme dans[23] ot le colit supplémentaire d’adressage est
présenté comme un inconvénient & peser soigneusement en fonction de la taille de la matrice traitée.
L’indexage par page et ce mode de stockage donnent des résultats équivalents i la définition de super-
noeuds hypercubiques. Le cache ou le code de copie se chargent de modifier temporairement le mode de

stockage des tableaux dans notre cas.

Pour augmenter le nombre de cas qu’il sait traiter, Abu-Sufah propose aussi de transformer les bou-
cles imbriquées contenant des instructions & différents niveaux en des boucles parfaitement imbriquées.
Appliquée au cas de I’élimination de Gauss, cette transformation produit des affectations conditionnelles
qui provoqueraient, pour des supercalculateurs, un overhead de test et du code vectoriel inefficace. Le coiit
d’un cache miss n’est pas du méme ordre de grandeur que celui d’un défaut de page. Il faudrait donc
utiliser une technique sophistiquée de IF removal basée sur un calcul interprocédural de prédicats pour
obtenir des assignations simples, vectorisables sans probleme, dans le code correspondant & un supernoeud

plein.

En conclusion, notre méthode étant basée sur les vecteurs de dépendance et non sur des vecteurs de
proximité ne peut pas donner d’aussi bons résultats qu’une méthode spécifique au probleme de la
mémoire virtuelle. Par exemple, une initialisation de tableau par lignes ou une transposition de matrice
ne seront pas modifiées, ce qui est normal puisqu’on ne peut rien faire pour améliorer le fonctionnement
d’un cache ou d’une mémoire locale dans ces deux cas. Mais dans le cas ol les vecteurs de dépendances

lient des noeuds qui réferent des éléments de tableaux proches ’un de 1’autre, nous obtenons une

n s'agit dans ce cas du graphe de dépendance sur les instructions et non sur les itérations d’instructions.



augmentation de localité et un réordonnancement des calculs similaires.

Malgré les excellents résultats exposés dans le PhD d’Abu-Sufah, sa méthode n’a pas été
implémentée dans un compilateur commercial & notre connaissance, sans doute h cause des temps de res-

tructuration considérables entrainés par l’utilisation de Parafrase. Ces temps ne sont pas indiqués par

I’auteur.

Les travaux sur Poptimisation de programmes exécutés dans un environnement % mémoire virtuelle
ont été peu nombreux ces dernitres années. Mais les langages orientés objets et les volumes de code
considérables auxquels ils conduisent ont renouvelé le probleme3” . De méme, les performances
désastreuses des garbage collectors utilisés avec LISP redonnent un peu d’actualité & ce vieux probleme.
Mais, dans les deux cas, les relations entre objets sont données par des graphes quelconques et non par les

graphes réguliers des programmes scientifiques.

8.4. Partitionnement avec synchronisation de J.-K. Peir

Deux méthodes de partitionnement sont proposées dans le PhD29 et diverses publications3! 30 de
J.-K. Peir: le partitionnement par blocs et le partitionnement entrelacé. Dans le premier cas, chaque pro-
cesseur traite N /p itérations successives d’une boucle. N est le nombre d’itérations de la boucle. Ce
premier partitionnement favorise d’apres I’auteur la réutilisation des données et limite le nombre de syn-

chronisations. Nous le voyons comme un cas dégénéré de supernoeud.

Dans le second cas, les itérations ¢ telles que mod (i ,p J=F ol p est le nombre de processeurs sont
exécutées sur le k-ieme processeur. Le degré de parallélisme est plus important mais le terme de parti-

tionnement semble impropre pour caractériser un simple DOALL exécuté par plusieurs processeurs.

Le partitionnement selon un hyperplan généré par la méthode hyperplane est exclu 3 cause de

l'overhead de contréle tnacceptable qui en résulte. Il nous semble que cet overhead est surestimé.

Dans le cas de boucles imbriquées, chaque boucle peut étre partitionnée d’une manitre différente et
la décomposition de ’ensemble des boucles est définie par 1’aspect ratio, AR, qui définit le nombre de
partitions produites par chaque boucle. Le choix du AR optimal est un compromis entre la réutilisation
des données et ’overhead de synchronisation. Plusieurs AR sont sélectionnés pour les deux types de par-

titionnements d’une maniére heuristique et le choix final s’effectue par simulation.

Enfin, Peir montre que cette technique peut étre appliquée aux systémes & communication par mes-

sages (i.e. sans mémoire globale).

Aucun résultat expérimental, obtenu sur une machine réelle, n’est présenté dans les travaux que
nous avons pu consulter et il est difficile de comparer cette méthode et la nétre. Il est siir qu’elle ne per-
met pas de réutiliser les données aussi bien qu'une méthode bidimensionnelle mais son champ
d’application est plus large. Elle n’impose de restrictions ni sur la dimension du probléme ni sur le

caractére parfait des boucles imbriquées.
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8.5. Systolisation

De nombreux chercheurs ont étudié la dérivation automatique d'un algorithme ou d’une machine
systolique a partir de programmes Fortran2% 25, 26 oy 3 partir d’équations récurrentes uniformesl® 32 27 _
Nous avons laissé de coté la réalisation d’un compilateur!® pour le processeur systolique Warp® , bien que
son architecture soit presque MIMD (chaque processeur élémentaire contient son code), car les
dépendances entre modules doivent étre exprimées dans un langage spécial, W2, par des primitives
send/receive et non par des références  la méme valeur. Nous sommes parti de ’étude la plus récente,

la these de C. Mongenet?” , pour établir une comparaison entre les travaux effectués en parallélisation et

en conception de réseaux systoliques.

Ces deux domaines possédent les mémes notions de base, seul change le vocabulaire:

e Un domaine d’itération convexe, fini ou non dans le cas systolique.

e Des vecteurs de datadépendance constants en systolique. D’autres types de dépendances sont pris en
compte en parallélisation et la constance des vecteurs de dépendance n’est pas indispensable. Dans
tous les cas, on aboutit & un céne de dépendance défini par des rayons. Ceci nous permet d’envisager

le partitionnement des algorithmes systoliques.
e Un espace d’itération de dimension 2 ou 3.

o Identité des calculs effectués dans chaque cellule systolique (sauf avec le WARP) et des calculs

effectués par chaque noeud.

Deux problemes, communs aux deux domaines, doivent étre résolus:

e Trouver une fonction temporelle pour ordonner les calculs dans le temps.
Nous I’avons appelée direction d’itération, globale ou locale. Les critres (cf. § 2.3.5) que nous utilis-
ons sont plus faibles que ceux de P. Quinton®? parce que nos domaines d’itérations sont finis et que
nous n’avons pas besoin d’obtenir un nombre de supernoeuds égal au nombre de processeurs. Nous
n’avons pas non plus besoin de garantir que la fonction temporelle est positive sur tout le domaine
d’itération. Il n’existe pas de critére d’optimalité unique pour choisir une des fonctions valides. Le
plus utilisé semble étre celui de la méthode hyperplane, qui découle de ’hypothese d’un nombre infini
de processeurs. Il consiste & minimiser les coefficients de la fonction temporelle car cela augmente la
densité des calculs sur chaque front, diminue le nombre total de fronts et donc le temps d’exécution.
L’adjonction des fonctions quasi-affines que propose P. Quinton ne nous semble pas intéressante pour

notre partitionnement car les cas ol elles pourraient étre utiles sont exclus (cf. § 2.2.3).



¢ Garantir la localité des acces.
En systolique, parce qu’une cellule ne peut accéder que quelques cellules voisines (C. Mongenet propose

d’étendre le systolique pour incorporer la diffusion de donnnées). En parallele, pour utiliser

efficacement la hiérarchie mémoire.

Un certain nombre de problemes sont propres au systolique:

e Trouver une exécution causale.
Il faut vérifier que les définitions équationnelles sont explicites, ¢’est-a-dire qu'il n’y a pas de cycle
dans les dépendances. Ce probleme n’existe pas pour ceux qui dérivent leur réseau systolique & partir

de programmes Fortran.

e Allouer les calculs aux cellules.
Le probleme ne se pose pas en parallélisation du fait de la présence d’une mémoire locale mais P.
Leca®! a utilisé la technique systolique de P. Quinton pour écrire du code destiné 3 LCAP 1 (cf. §
1.1.1.4) n’utilisant pas de mémoire globale. Le probleme de I’allocation pourrait étre transposé aux
tableaux de données. Par exemple, le passage de BARRE(T,L) & BARRE1(L) et BARRE2(L) qui a été
effectué en § 7.10 pour économiser de la mémoire ressemble au repliement effectué pour affecter les
calculs sur des cellules. En reprenant les mémes fonctions modulo (ausi appelées quasi-linéaires), il

suffit de vérifier que ’on ne crée pas de nouvelles dépendances.

e Supprimer la diffusion des données.
Toutes les variables doivent étre indicées par des formes linéaires formant un espace dont la dimen-
sion est égale a celle de I’espace d’itération. Cela pose des problemes quand on veut partir d’un pro-
gramme Fortran car il faut ajouter des pseudo-indices un peu arbitrairement. Nous avons rencontré le
méme probleme en § 2.2.2, mais uniquement du fait d’'un manque de dépendance. Les tenants de la
spécification par des équations non procédurales en profitent pour critiquer toute approche liée 3 For-
tran mais ils imposent cette méme condition i leurs équations ou bien ils élargissent la définition du

systolique.

Problémes propres au partitionnement:

e Trouver une base de partitionnement.
Une fois connu I'ensemble des directions d’itérations globales possibles, il faut encore en trouver une
réalisation optimale par supernoeuds. Le probleme n’est résolu pour le moment qu’en dimension 2 (cf.

§ 6.2.5).

e Regrouper les calculs qui doivent étre exécutés dans le méme processus.
Méme si I'on identifie processus et processeur, le partitionnement par supernoeud ne s’obtient pas par
des fonctions d’allocations linéaires mais par des fonctions quasi-aflines (les coefficients sont fraction-

naires).
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En conclusion, on peut dire que systolisation et parallélisation sont deux domaines tres proches.
Partir d’équations plutét que d’un vieux langage impératif procédural comme Fortran peut sembler
séduisant & premitre vue mais ne semble modifier en rien le probleme. Il n’y a d’ailleurs pas un systeme
unique d’équations pour spécifier un probleme et les systtmes d’aide & la conception d’algorithmes systo-
liques proposent des outils de transformation d’équations... La recherche de la causalité entre équations et
la recherche dépendances de toute nature entre instructions aboutissent 3 définir un ordre partiel sur les

calculs dans tous les cas. C'est cet ordre qui est fondamental.

8.6. Etude manuelle de stratégies de décomposition

D. Vrsalovic et al. ont présenté dans [39] une étude systématique des effets de partitionnements 2D
sur les temps d’acces aux données et les temps de calcul pour trois algorithmes d’analyse numérique (mul-
tiplication de matrice, résolution de ’é quation de Poisson sur une grille carrée, équations différentielles
linéaires).

Dans ces algorithmes, on étudie le partitionnement d’un plan de calculs paralltles. L’analyse des

dépendances ne joue donc aucun role. Toute I’optimisation est basée sur la nature des accés mémoire,

locaux ou globaux.

Le temps d’exécution est décomposé en temps de calcul T, , qui inclut le temps CPU nécessaire
pour effectuer les copies et qui est évalué en supposant que tous les acces ont lieu en mémoire locale, et
en temps d’acces T, . Le paramétre de base est le nombre de processeurs N et non la taille des partitions.
Comme tous les calculs peuvent étre effectués en parallele, il suffit de diviser le domaine d’itération par le

nombre de processeurs pour trouver la taille des partitions.

Les algorithmes sont caractérisés par des couples de fonctions:

Ty T
LN’ T.(N)
T, et T, sont relatifs & l’exécution avec un seul processeur tandis que t, et i, correspondent a

I’exécution par N processeurs. La nature de ces fonctions permet de prévoir I’existence ou non d’un nom-

bre de processeurs optimal.

Le calcul de ces fonctions est effectué manuellement et plusieurs stratégies d’utilisation de la
mémoire locale sont étudiées pour chaque algorithme. Rien n’est prévu pour automatiser ces calculs a

partir de la forme des partitions et des références.

La machine cible est le multiprocesseur Cm” (cf. § 1.1.1.5), malgré ses unités arithmétiques en
nombres entiers codés sur 16 bits. Le temps d’acces intercluster de cette machine explique 'intérét des
copies en mémoire locale: dés qu'une donnée doit étre utilisée plusieurs fois, il vaut mieux la copier. Seul

parmi les algorithmes présentés, celui de la multiplication de matrice permet de réutiliser des données un
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grand nombre de fois. Le modele utilisé pour établir les différentes fonctions et calculer le nombre de pro-
cesseurs optimal ou la meilleure utilisation de la mémoire locale est validé par simulation et non par

expérience. Le résultat des validations est satisfaisant.

Enfin, plusieurs formes de partitions, le carré, le triangle et I’hexagone, sont essayées pour la
résolution de I’équation de Poisson. L’hexagone donne de meilleurs résultats grace a son faible rapport
périmetre / surface. Remarquons que les triangles peuvent s’obtenir avec un partitionnement par hyper-
plans contraint (cf. § 2.3.1) et que le polygone convexe qu’est le triangle se préte & notre méthode de
génération de code de supernoeuds. Mais il faudrait aussi savoir balayer les deux ensembles d’origines des
triangles. L’hexagone ne peut pas étre obtenu avec un partitionnement par hyperplan, mais le code d’un

supernoeud est aussi dérivable du systéme de contraintes définissant un hexagone.

La résolution de I’équation de Poisson a un domaine d’itération tridimensionnel qui est coupé en
tranches par un test de convergence. L'application de notre méthode nécessiterait une adaptation de ce

test aux fronts crénelés que produisent les supernoeuds.

8.7. Optimisation du produit de matrice sur 'Alliant FX/8

Le partitionnement du produit de matrice en plusieurs produits de matrices-blocs a été proposé
depuis longtemps pour améliorer les performances sur les processeurs 3 mémoire virtuelle2 38 Cette
technique est aussi utile pour exploiter au mieux un cache données. W. Jalby et U. Meierl? ont proposé
un modeéle permettant de choisir les tailles de blocs optimales pour I’Alliant FX/8 et ont fait de trés nom-
breuses expériences pour valider les résultats. La bonne utilisation du cache et la minimisation des conflits
d’acces a la mémoire globale qui en découle fait passer la vitesse d’exécution du produit de matrice de 9

Mflops avec I’algorithme standard vecteur X vecteur i environ 40 Mflops.

Leur méthode consiste d’abord a séparer ’optimisation du temps de calcul proprement dit et
I'optimisation des échanges pour ne pas avoir un probleme trop compliqué. La premitre étape leur per-
met de déterminer quelle version du produit de matrice produit les meilleurs résultats quand toutes les
données sont en cache. C’est une étape que nous supposons faite, dans notre cas, par une passe préalable
de paralléliseur (cf. § 1.3.2). La deuxitme étape est consacrée & minimiser le nombre de défauts de cache
sous I’hypothese d’une politique de remplacement optimale. Enfin, la solution est prise dans ’intersection
de ’ensemble des programmes satisfaisants pour les unités vectorielles et pour le nombre de processeurs

élémentaires et de 'ensemble des solutions ne provoquant pas trop de défauts de cache.

Contrairement 2 ce que nous proposons en affectant chaque supernoeud & un processeur, Jalby et
Meier utilisent les huit processeurs et leurs unités vectorielles pour chaque produit de matrice bloc. Il en
résulte des contraintes plus fortes sur la taille minimale de leurs blocs, mais I’enchainement purement
séquentiel des calculs sur les bloes permet de prendre en compte sans difficulté ce que nous avons appelé
le probleme de I'héritage, la réutilisation des données préchargées pour un bloc par le bloc suivant. La

différence entre les deux méthodes se voit dans I’évaluation du nombre de lectures et du volume du
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cache,

Voici le code du produit de deux matrices-blocs A et B que nous obtiendrions & partir d’un pro-
gramme naturel. Il differe bien siir du code optimal qui utiliserait soit une instruction de réduction vec-
torielle s’il en existe une efficace sur ’'Alliant FX/8, soit un strip-mining de la boucle sur s et le transfert
vers l'intérieur de la boucle sur t comme le suggére Kennedy (cf. § 8.2). La boucle séquentielle sur t se
trouve 3 Dextérieur car c’est ce que donnerait une génération de code basée sur un veeteur d’itération
local . Rien ne dit que ce choix justifié en dimension 2 le soit encore en dimension 3 et au dely. Nous

reprenons les notations de [17] pour faciliter la comparaison:

DOt =1, m,
DOr=1, m,
DOs=1, m,
Coo =Cop +As * B,

Produit de deux matrices-bloes

Ce code correspond au code supernoeud qu’on obtiendrait en complétant I'unique dépendance du produit

de matrice par les deux autres vecteurs de la base initiale (cf. § 2.2.2).

Il reste & ajuster m,, my et m3 & la taille du cache pour garantir un nombre minimal de défauts de
cache. On trouve dans la table suivante les volumes des régions accédées par chaque référence, le nombre

de lectures sans cache (NLx), le nombre d’écritures, les données contenues dans le cache et leur volume.

Les volumes des régions accédées, qui correspondent exactement au nombre d’acces non satisfaits
par le cache (cf. § 4.6.1) puisque la taille des supernoeuds est choisie pour éviter les acces multiples & la
méme case mémoire, peuvent étre calculés par la méthode duale (cf. § 4.2.2) car toutes les références

sont de dimension N-1:

2 0 0
mao 0 0 Mo 0
1 1 N __ = -
AP =] 0 mg O —H=|0 — 0 AY = mmomg =11
N ms 0
0 0 mi 1
0 0 —
m,
1

Vy = \¥ <—";\:“—‘E:q > = mmy



On retrouve bien le résultat trivial qu’on attendait pour un partitionnement aussi simple.

Le calcul du volume de la zone écrite est sans intérét parce que cette zone est déja prise en compte

comme zone lue: les deux références a C sont identiques.

Nous n’avons pas développé en § 4.3 de méthode valide pour calculer les volumes de cache avec des
dimensions supérieures & 2 mais la multiplication de matrice entre dans le cas des expressions d’index
mono-indicées. Le volume se calcule en oubliant les expressions d’index dont I'indice n’est pas dominé par
un indice n’appartenant pas aux expressions d’index de ce tableau. Un indice est dominé par un autre si la
boucle du premier est incluse dans la boucle du second. B devient donc un scalaire, A est monodimension-
nel (une colonne) et C reste bidimensionnel. Le calcul s’effectue comme si le processeur élémentaire était

scalaire car les acces vectoriels sont aussi séquentiels.

La table est organisée en partant du corps de la boucle puis en ajoutant les boucles englobantes en

partant de ’intérieur.

corps | DO s=1,m, DO r=1,m4 DO t=1,m,

0,‘,. I m, mms myms

NLC 1 m; mymg miymamsg

Ag 1 my m mimgq

NLA 1 m, mimsg mimaqmg

B!'r 1 1 ms Mo g

NLB 1 1 my MaMm g

Ca,r 1 my miymg mmg

NEC 1 my myms mimaemg
Cache ﬁ @ Al‘: At’g, Bg o et Ct‘l
Volume 0 0 m; +1 mmg+ m;+ 1
Lectures 3 2m, + 1 myms+ m;+mg | mymg+ momg + mam,

Etude du cache et des acces
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Soit n 1, ng et ng les trois dimensions de la matrice complete. Le nombre de supernoeuds est:

Rlngﬂs

nmimamag

ce qui donne un nombre d’échanges I :

s [L b _1_]
m, mo ma

sous la contrainte de taille du cache:
mimg + my; + 1 < cs

En supposant le cache saturé, en négligeant la constante 1 et en posant K = nnyng, on obtient:
CS
1+ m 3

1 1 1+ mg
= K| — i PR
[mg+m3+ OS ]

m; =

ol 1 1
Omg _K[—msﬁ +E =0

Les dimensions optimales sont done:

my— 95
' 1+ V¢S
Mg = Ny
M3=VCS

Dans le cas de I’Alliant FX/8 qui a un cache global de 16 KW 3 partager entre ses huit processeurs

élémentaires (C'S =2048), on obtient:
m, = 44 277 Mg =1ngy Mmy=— 45.254

Le nombre de lectures qui en résulte est:

Poue gyl dveo. 1. L .. 2
T cs ng  VCS VCS

quand n, est grand par rapport & VCS /2 = 22.627
[ = 0.044 n non,

au lieu de 3nnon3 en Pabsence de cache ou avec un cache trés mal utilisé comme ce serait le cas en
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I’absence de blocs ou de supernoeuds.

Etant donné la contrainte que représentent les registres vectoriels, il faudrait prendre:
m; =232 my=mn, my,=—064

ce qui donne ! = 0.046 n ngn s, assez proche de Poptimum continu. Ce coefficient est 3 diviser par 2

avec le quadruplement de la taille du cache qu’annonce Alliant.

Ce résultat peut ne pas sembler intéressant vis-a-vis de ceux qu’obtiennent Jalby et Meier puisqu’ils
arrivent a des coefficients compris entre 0.016 et 0.020 et qu’ils montrent qu’une augmentation de ce
coeflicient conduit & une diminution de vitesse appréciable bien qu’il n’y ait pas de corrélation directe
entre eux deux. Cependant, notre méthode assure 1’essentiel du gain puisqu’elle fait passer le coefficient
du nombre de lectures de 3 & 0.05 et elle est susceptible d’étre automatisée, ne laissant i ’optimisation

manuelle qu’un gain de 0.05 3 0.02.

La relation entre le modele mathématique de Jalby et Meier et les résultats expérimentaux n’a pu
étre établie qu’en codant directement en assembleur pour éviter d’introduire des effets supplémentaires
dus au générateur de code Fortran. Ils dérivent analytiquement leurs coefficients & partir d’un code plus
paralltle que le ndtre qui oblige & garder davantage d’éléments en cache mais qui évite la division du

cache global en 8 parties:
myms +mmy < CS

Le nombre de lectures tient compte de I’ordre des boucles sur les produits de matrices-blocs pour amortir
certains chargements de données sur un ensemble de produits partiels. Le calcul final d’une sous-matrice

de C nécessite m 1 g+mgn o+m m 4 lectures et le nombre de telles sous-matrices est:

ning

mimg
IIs en déduisent:

m;+ mg
| = ———nnong+ nyng
mymsy
Partant de deux équations différentes des nétres, il n’est pas étonnant qu’ils arrivent & des résultats

autres.

Nous n’avons malheureusement pas eu le temps de comparer expérimentalement notre partitionne-
ment avec le leur sur I’Alliant FX/8 pendant la courte période que nous avons passée au CSRD. Il aurait
fallu coder en assembleur et étudier ’optimisation de la partie calcul, ce qui n’est pas le propos de ce tra-

vail.
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Qualitativement, la méthode de Jalby et Meier permet d’exploiter deux niveaux de parallélisme
dans les supernoeuds. La granularité de leurs supernoeuds (i.e. blocs) est plus importante que celle des
notres mais ils n’ont pas besoin d’en avoir des paquets de huit pour occuper les processeurs. Ils génerent
donc moins de contraintes pour l’usager qui dimensionne ses tableaux ou fixe les coefficients de
discrétisation. Comme eux, nous n’obtenons pas un découpage carré des sous-matrices puisque nous
prenons mg = ny pour réexploiter au maximum les Cys » qui se trouvent dans le cache. Ce n’est pas
forcément la meilleure chose & faire puisqu’un registre vectoriel pourrait jouer le méme réle, mais nous

avons laissé les registres hors du champ de ce travail sauf en §7.3.

Etant donné la sensibilité de 1’Alliant FX/8 aux mouvements de données, I’équipe ”applications”
du projet CEDAR a publié de nombreux rapports sur les problemes de localité dans divers algorithmes

d’analyse numérique.

8.8. Autre travaux d’optimisation manuelle de code ou d’algorithmes

Le probleme de I’adaptation des programmes et des algorithmes aux machines paralltles a toujours
€té un sujet fascinant pour les chercheurs. Mais le domaine a récemment explosé avec la multiplication
commerciale des machines paralleles. Méme en laissant de cdté ’adaptation des algorithmes qui concerne
principalement les numériciens et un peu les chercheurs en combinatoire, il n’est pas possible de recenser

ce qui ne concerne que I’adaptation des programmes.

Le partitionnement de programmes et I'importance des mouvements de données dans les perfor-
mances ont été étudiés trés tot & cause de la structure SIMD de I'llliac IV. Gentleman a montré par
des calculs de complexité que les mouvements de données étaient prédominants dans la multiplication de
matrice effectuée sur un multiprocesseur & nombre fixe d’interconnexions par processeur élémentaire.
L’adjonction d’une facilité de diffusion de données ne supprime pas le goulot d’étranglement que consti-
tuent les échanges. Il faut mettre en oeuvre un réseau d’interconnexion global pour faire descendre la part

des échanges par rapport aux calculs.

Lint et Agerwala?? ont proposé deux méthodes de partitionnements: la dichotomie, qui consiste &
partir du programme complet et & la diviser par deux jusqu’a ce que cela n’apporte plus rien, et
l’agglomération qui revient 3 mettre ensemble des calculs &lémentaires tant que les communications entre
blocs ne sont pas trop importantes. Ils donnent aussi des modéles qui doivent permettre d’estimer le
temps d’exécution pour des machines synchrones ou asynchrones et pour différents réseaux

d’interconnexion.

Gannon et Rosendale!® ont proposé deux modeles pour prévoir le comportement d’algorithmes sur
les multiprocesseurs vectoriels & mémoire globale et sur les multiprocesseurs massifs & mémoire locale
uniquement. Is calculent manuellement les volumes. Ils n’étudient pas l'influence d’une hiérarchie
mémoire dans le premier cas et se consacrent a des calculs de complexité pour montrer influence du

réseau d’interconnexion dans le second cas.
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L’architecture hypercube a aussi entrainé des études sur le partitionnement des algorithmes au Cal-

tech1? 11,33 | dans les universités avec les hypercubes d’Intel35 , puis chez Floating Point Systems!6 .

M. Cosnard? propose de faire du partitionnement par blocs variables sur les domaines triangulaires
pour conserver un degré de parallélisme constant. L’automatisation de cette idée est envisageable, mais

elle serait difficile dans le cas des supernoeuds comme on 1’a vu en §23.3.

8.9. Conclusion

La méthode de partitionnement que nous proposons ne donne pas systématiquement des résultats
optimaux. Elle ne permet pas d’obtenir des solutions aussi efficaces que celles qui ont été trouvées
manuellement par Jalby et Meier et ne repose pas sur une analyse aussi fine que celles qu’a effectuées
Vrsalovic. Mais elle semble pouvoir & la fois étre automatisée 3 court terme et fournir des résultats
intéressants par rapport aux optimisations manuelles. Accessoirement, elle englobe la méthode hyperplane

qui n’en est qu’un cas particulier.
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CONCLUSION

Partant des architectures des superordinateurs, des contraintes que ces derniéres imposent aux pro-
grammeurs, et des résultats obtenus depuis une quinzaine d’années en matitre de restructuration de pro-
grammes, nous avons proposé une nouvelle transformation, appelée partitionnement, qui réordonne les
calculs effectués au sein de boucles imbriquées de manitre & utiliser au mieux les deux niveaux de
parallélisme que ’on trouve dans les multi-multiprocesseurs ou dans les multiprocesseurs vectoriels, 3
profiter du niveau le plus rapide d’une hiérarchie mémoire, qu’il s’agisse d’antémémoires ou de mémoires

locales, et & controler le pourcentage du temps perdu & effectuer des synchronisations entre taches.

L’ensemble des partitionnements valides a été caractérisé par des équations et des inéquations
linéaires ce qui permet & la fois de rechercher d’une maniére automatique un meilleur partitionnement et
de générer automatiquement la version partitionnée du code initial, une fois le partitionnement fixé par
des coefficients numériques. La génération de code est fondée sur la projection de systemes d’égalités et
d’inégalités linéaires, sur I’élimination de la redondance de tels systeémes, sur les tests de faisabilité et
dans une moindre mesure sur ’enveloppe convexe de deux systémes. Ces algorithmes doivent étre congus
pour des variables entieres relatives et ne peuvent étre dérivés immédiatement des algorithmes similaires
qui travaillent sur un domaine réel car, contrairement & ce qui est usuellement admis en détection du
parallélisme, aucune imprécision n’est acceptable. Les algorithmes de base ont été programmeés et utilisés

pour assurer la validité des systémes donnés dans le chapitre 7.

La génération de code proposée comprend aussi les déclarations de données locales, la détection
des parties de tableaux qu’il faut importer ou exporter avant de lancer ’exécution d’une tiche et les
instructions de transferts entre les deux niveaux de la hiérarchie mémoire qui sont pris en compte. Cette
génération devrait pouvoir étre étendue au cas des machines sans mémoire locale, comme les hypercubes,
sous forme de génération de messages mais aucun élément n’est fourni sur la manitre d’allouer les

tableaux sur de nombreuses mémoires locales car ce probleme a été laissé hors du champ de ce travail.

Le choix du meilleur partitionnement est guidé i la fois par les transferts de données qu’il impose
entre mémoire lente et mémoire rapide, par le volume de données qui peut étre stocké dans la mémoire
rapide et par la vitesse de calcul pur que pourra atteindre un processeur élémentaire sur une tiche.
L’évaluation symbolique des quantités correspondantes n’est pas toujours possible mais les résultats par-
tiels que nous obtenons sont suffisants pour traiter les termes de plus haut degré du volume transféré et
du volume de cache ou de mémoire locale nécessaire pour éviter les transferts inutiles. Ceci permet
d’envisager a terme une automatisation du choix du partitionnement pour un ensemble de boucles
imbriquées donné et pour une machine précise. Mais, pour le moment, ce choix reste encore sous la

responsabilité du programmeur.

La classe de partitionnement proposée est la plus large que nous connaissons. Elle integre les parti-

tionnements primitifs qui sont obtenus par une combinaison de blocage de boucle (Strip-Mining) et
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d’échange de boucles (Loop Interchange). Elle contient aussi I’échange de boucles et la méthode hyper-
plane pour lesquel notre méthode de génération de code est applicable. Elle étend aussi le domaine
d’application de la méthode hyperplane & des programmes dont les dépendances ne sont pas uniformes en

utilisant les rayons du céne de dépendance et non les vecteurs de dépendances eux-mémes.

Un probléme fondamental nous a géné tout au long de ce travail, la qualité des générateurs de code
de beaucoup de compilateurs modernes. Bien que de nombreuses techniques d’optimisation aient été
publiées depuis le milieu des années 60, le code compilé produit en 1986 contient encore des séquences
STORE/LOAD, des STORE ou des LOAD multiples de la méme valeur, des calculs d’adresses nécessitant
des multiplications alors qu’il pourraient faire I’objet d’une réduction de force, des instructions 3 effet
constant dans des corps de boucle, etc... Cette situation est doublement génante pour celui qui propose
une nouvelle technique d’optimisation. D’abord parce qu'il vaudrait mieux implémenter en priorité les
techniques plus simples qui sont déja connues. Et ensuite, parce que le code généré i partir de pro-
grammes partitionnés va étre si mauvais avec les générateurs que nous avons vus que le gain espéré

risque fort d’étre annulé par ’exécution d’instructions totalement inutiles.

Les générateurs de code de mauvaise qualité nous empéchent aussi d’évaluer le temps nécessaire a
Pexécution des corps de boucles et le temps utilisé & effectuer les tests et initialisations de boucle, ce qui
est un obstacle majeur 2 1’automatisation du choix d’un bon partitionnement. Enfin, les compilateurs For-
tran ne disposent pas de directives permettant d’indiquer que telle ou telle variable peut étre conservée en
registre et d’éviter des rangements en mémoire totalement inutiles. En conséquence, 1’équipe Applica-

tions du CSRD a di effectuer une grande partie de ses travaux en assembleur.

Avant de passer aux suites que ce travail pourrait recevoir, je pense qu’il est important de préciser
que les quelques jours passés & faire des expériences sur une Alliant FX-8 aux Etats-Unis ont eu une
importance beaucoup plus considérable sur ce travail que celle que pourraient suggérer les quelques pages
qui leur sont consacrées. C’est la-bas que se sont concrétisés les problémes de génération de code
partitionné et l'importance particuliere qu’avait la génération d’un code soigneux pour les supernoeuds
partiels alors que ce probleme avait auparavant été écarté a coups de O(n). C’est aussi aux Etats-Unis
que s’est révélée l'influence un peu perverse des générateurs de code et que nous avons obtenu les prem-
iers et les seuls résultats expérimentaux positifs montrant que le partitionnement pouvait étre utile en

dépit de Poverhead de contrdle supplémentaire qu’il nécessite.

Il est aussi intéressant de noter que le partitionnement, tel que nous 1’avons défini dans ce travail,
est difficile & vendre aux chercheurs américains qui travaillent sur la parallélisation automatique de pro-
grammes, qu'ils se trouvent a 1’'Université Rice dans I’équipe de K. Kennedy, & I’Université d’Illinois dans
I’équipe du projet Cedar ou dans les laboratoires d’IBM & Yorktown Heigths sous la direction de . Allen.

Et ce, pour plusieurs raisons. Premiérement, il n’est pas possible de dire quel est le gain potentiel ou
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quelle proportion de programmes réels pourrait bénéficier de la méthode proposée car aucune expérience
& grande échelle n’a été faite a priori pour valider 'idée avant de se lancer dans les développements un
peu théoriques. Deuxiémement, cette méthode nécessite des informations aussi précises que la méthode
hyperplane qui n’est déja généralement pas implémentée car considérée comme trop compliquée et trop
lente pour étre intégrée dans un programme qui, & terme, doit n’étre qu’une toute petite partie d’un com-

pilateur.

Il faudrait donc poursuivre ce travail par une série d’expériences portant sur plusieurs machines et
sur plusieurs programmes, et ce, méme si un générateur de partitionnements semi-automatique n’est pas
encore disponible. L’étude de quelques programmes va d’ailleurs montrer immédiatement qu’il faut
étendre la méthode aux boucles non parfaitement imbriquées si 'on veut que son domaine d’application

ne soit pas trop limité.

Des extensions sont aussi nécessaires en ce qui concerne les machines cibles. Tout d’abord, il fau-
drait savoir traiter le niveau mémoire ultra-rapide que constituent les registres. Une premitre ébauche a
été proposée dans ce travail, mais il reste beaucoup & faire. Il faudrait aussi savoir traiter plus de deux
niveaux de hiérarchie mémoire et se préoccuper davantage de la génération de code d’une tiche pour
éviter que le compilateur ne procéde & des partitionnements supplémentaires pour utiliser des registres

vectoriels.

Le nombre de niveaux de parallélisme va encore augmenter. Par exemple, le projet CEDAR en
prévoit trois. C’est trop pour un espace de calcul de dimension 2, mais le partitionnement dégage au
moins quatre niveaux de parallélisme avec un espace de dimension 3: deux & lintérieur des tiches et deux
entre les tiches. Faudra-t-il exploiter le parallélisme de grain fin qui existe dans une tache élémentaire ou
le parallélisme plus grossier qui se présente entre tiches? L’architecture de la machine et les performances

de son systeme d’exploitation ou de ses primitives de synchronisation devront guider la réponse.

Il nous semble donc que 1’adaptation automatique de programmes, qu’ils soient séquentiels ou non,
qu’ils soient écrits dans un vieux langage comme Fortran ou au moyen d’équations, restera, quelques

années encore, un domaine de recherche.



Résumé

L’architecture compliquée des superordinateurs modernes doit étre prise en compte lors de la con-
ception des programmes pour assurer 2 la fois une saturation du parallélisme vectoriel et des processeurs
élémentaires, une bonne localité des références de manitre & ne pas se trouver limité par la bande pas-

sante de la mémoire principale, et un colit de synchronisation acceptable.

Nous proposons une nouvelle transformation de programme, appelée partitionnement en super-
noeuds, qui s’applique aux boucles imbriquées, et qui permet d’atteindre les quatre objectifs cités
précédemment. Cette transformation est basée sur la connaissance précise des dépendances entre instruc-
tions du corps de boucle. Elle consiste & découper ’espace des calculs par des familles d’hyperplans
respectant les dépendances pour ne pas créer de cycles entre les partitions. La validité d’une famille peut

étre testée automatiquement.

Nous montrons comment cette transformation peut étre appliquée de maniere automatique avec des
algorithmes sur les systémes linéaires d’inégalités des que les caractéristiques du partitionnement sont

connues numériquement.

Le choix d’un partitionnement optimal, qui dépend & la fois des transferts de données, du volume
de données que peut contenir la mémoire la plus rapide, des caractéristiques des unités fonctionnelles et
des performances des primitives de synchronisation disponibles ne peut pas étre fait par dérivation
analytique car de nombreuses données de base, relatives 4 la génération de code ou a I’ensemble des cal-
culs considérés, sont inconnues en général. Nous proposons donc une liste de parametres et de facteurs
qu’il faut prendre en compte pour déterminer manuellement un partitionnement intéressant. Nous avons
ainsi réussi a obtenir une augmentation de vitesse de 50 % sur P’Alliant FX-8 en améliorant la localité

des références.

Cette méthode est une généralisation de ’échange de boucles, de la méthode hyperplane et de la
classe des partitionnements qu’on obtient par blocage et échange de boucles. La méthode de génération

de code développée s’applique donc aussi a ces cas.

Mots-clés

Parallélisme, parallélisation, vectorisation, multiprocesseur, transformation de programme, partitionne-

ment.
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